Regresién
Regresion Lineal

Regresién

Objetivo: Predecir el peso de una persona en funcién de su altura.
Datos: Muestra del peso y la estatura de 38 personas adultas

altura sexo peso

172 h 81
133 m 53
163 m 71
137 m 46
166 h 89
163 h 72

i La altura y el peso guardan relacién? jDe qué tipo?

N. Corral, M.T. Lépez Regre.



Regresién

Regresion Lineal

Regresién

La altura y el peso parece que tiene una relacién lineal

Peso = Bg + 81 * Altura + error

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Regresion Lineal

Regresién

iEntre todos las posibles rectas, cudl elegir y porqué?
Peso = By + (31 * altura

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Regresion Lineal

Regresién

Resolucién del problema:
@ Escribir en términos matematicos el modelo de relacién
@ Plantear un criterio para buscar los parametros del modelo
© Calcular las estimaciones 6ptimas de los parametros
@ Medir la 'calidad’ del modelo

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Regresién

yi = Bo+ B1 xi +¢€;; Vi=pBo+ b1 xi; e=yi—i

Min(ﬁo,ﬂl) Z ei2 = Min(ﬁoﬁﬂ Z(Yi — o —f1 Xi)2
i=1 i=1

Y

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Regresion Lineal

Regresién

.El mejor modelo lineal se ajusta bien a los datos?

10
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N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Estimacion
Sea x una variable aleatoria con algin pardmetro 6 desconocido.

Objetivo: aproximar 6 a partir de una muestra (xi, ..., xp)

Estimador: transforma la muestra en un valor del pardmetro

T (X, oy Xp) — ©

Se desconoce P(cara) en una moneda. Se lanza cien veces y se
obtienen 52 caras.

A 52
P =—=0,52
(cara) 100 ,
Saber la estatura media de los habitantes de una ciudad. Se elige
al azar una muestra de 1000 habitantes y se mide su estatura
1000
= 1000 ; estatura; = 1,78

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Regresion Lineal

Estimacion

Métodos de estimacidn:

@ Maxima verosimilitud: busca el valor del parametro que hace
maxima la verosimilitud de la muestra.

MaxpcoL(x1, ..., Xn; 6)

@ Minimos cuadrados: busca el valor de 6 que minimiza el
cuadrado de la distancia entre las muestras y valores tedricos

Mingee » (xi — teor;(6))?
i=1
Propiedades deseables de un estimador:
@ Ser centrado y tener varianza pequefia
E(T)=0;, Var(T)~0

@ Tener un error cuadrético medio pequefio: E(T — )% ~ 0.

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Estimacion

Propiedades deseables de un estimador:

@ Ser centrado y tener varianza pequefia
E(T)=6; Var(T)~0

Estimador T1 Estimador T2

08
08

08
08

densidad
04

sd— 4 - — N
o o2 2% o1 o2 2
Espacio parametico Espacio paramético

iEn general, cual de estos dos estimadores serd mas preciso?

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Estimacion

@ Tener un error cuadratico medio pequeno.

ECM = E(T —6)>~0

En este ejemplo E(T1) #60 vy E(T2) =16

Estimador T1 Estimador T2
2 ) 2
I \
I /
gd—d ' -3 — —
u o8 o2 2 o8 o2 2
Espacio paramerico Espacio parametico

iEn general, cual de estos dos estimadores serd mas preciso?

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Regresion Lineal

Regresién

Objetivo: buscar un modelo funcional para explicar el
comportamiento de una variable Y, variable dependiente, a través
de otras variables Xi, ..., X, llamadas variables independientes

Y = f(X1,..., %) + €.

Por simplicidad funciones f(Xi, ..., X;) lineales

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Regresién Lineal

Modelo:

Y:5o+51X1+---+5po+€=>?tg+6

o At = (Bo, - -, Bp), pardmetros del modelo, fijos y
desconocidos.

® Xx1,...,Xp, variables independientes o predictoras.

@ ¢ una variable aleatoria no observable.

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Regresion Lineal: Planteamiento

Modelo para una muestra con n observaciones de p variables
¥ =Pol+ B+ + Bpkp+ &
y=XBG+¢
yi 1 xn X1p Bo €1
2| _ 1 xo1 ... X . 01 4 e
o) N1 om) \8/) e

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Regresion Lineal: Planteamiento

@ y el vector de n de observaciones de la variable independiente.

e X la matriz n x (p + 1), de valores de las variables
explicativas; se denomina matriz de regresioén o de disefo, en
general es de rango (p+1).

° 5 el vector de parametros de dimensién p+1.

@ € el vector de las n perturbaciones aleatorias.

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Regresién Lineal: Estimaciones

Criterio de minimos cuadrados ordinarios
n

g(B) =1y = XBI? = (7 — XB)!(7 — XB) = Y _(vi — x{B)

i=1

= 77— 27" XB + B*X*XB
El criterio de minimos cuadrados busca 3 = arg(min g(3))
Puntos criticos 8‘5;(;) —2Xty + 2XtXB — 0 de donde

~

B =(X'X)"1X'y siexiste (X'X)!

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Regresion Lineal: Estimaciones

e Estimacién 3 = (XtX) 1Xty.

o Predicciones y = X3 = X(X'X) !Xty = Pxy
Px la matriz de proyeccién ortogonal sobre el subespacio
generado por las columnas de la matriz X

@ Residuos €=y —y =y — Pxy= (I —Px)y = Qxy
Qx la matriz de proyeccién sobre el subespacio ortogonal al
generado por las columnas de la matriz X.

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Regresion Lineal: Interpretacion geométrica

=(I-Py

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Proyecciones ortogonales

@ Si Q es un subespacio vectorial de R" entonces todo vector
y € R” se puede descomponer de forma tinica como
y=u+v,ucQveQt

@ Si Q es un subespacio vectorial de R” existe una lnica matriz
Pq que verifique la condicion: Py = u. Esta matriz viene
dada por Pq = X(XtX)71X*t, donde X es cualquier matriz
cuyas columnas sean una base del subespacio.

@ Si Pq es la matriz de proyeccién sobre € entonces
Qq = | — Pq es la matriz de proyeccién sobre Q-

@ Pg y Qq son matrices simétricas e idempotentes

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Particién de la variabilidad

En el modelo de regresién se verifica y = e+ y:

© La media muestral de las predicciones coincide con la media
muestral de los datos de la variable independiente Y = y.

© La media muestral de los residuales es cero.

@ SCT= SCReg+SCE

SCT =" (i -y =YtHY;, H=1I- f/n
SCReg = Y1 1()7: *)2 =y'Hy
SCE =" (i =Yt -Px)y="¢'7¢

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Particién de la variabilidad: Demostracién

(] ?—?tPXy/n—?t7/n:7
ya que 1P, = (P 1)) =1’ por ser 1 € M(X)

Gezlte/n: Yl —Py)y/n=0
puesto que I/ (/| — P) =1 -1P, =1 -1 =0
© SCT=SCReg+SCE

SCT=) (vi—y)’ =Y i—%i+%—-7)?
i=1

i=1

:Z( —¥i) +Z +2Z -)

=@te +yt Hy+2?ny:?t?+y Hy
porque €THy =€ty =€tPy=y (I —P)Py=0




Regresién
Regresién Lineal

Coeficiente de determinacion

Se utiliza para medir la bondad del ajuste

RQZSCReg_l_ﬁ
SCT SCT
Propiedades
Q@ 0<R’<1
Q@ R°=1 & =0 Vi=1,...,n el ajuste lineal de los

datos es perfecto

Q@ R2=0 < Yy =y Vi=1,...,n No hay relacién lineal
pero puede existir otro tipo de relacion.

Coeficiente de determinacién corregido

_ SCE/(n—p—1) S2

2
Re=1= s -1 52

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Inferencia

Condiciones previas
o E[=0= E[y]=X3
o Var[é] = E[é€*] = 0?1 (Residuos linealmente independientes y
homoceddsticos). Efto implica que:
Var(y) = Var(X beta + €) = Var(€) = o2/
e rango(X) = p+ 1 < n para poder invertir la matriz X*X.

Bajo las condiciones anteriores 3 verifica:
(1) E[B] = 3 (EI estimador es centrado).
@ Var(B) = T35 =o?(X*X)™.

Q s’ = mSCE = m I, e? verifica que E(s?) = o2.

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Inferencia: Propiedades del estimador /§

© E[3] = E((XX)"1X'7) = (X'X) X E(7)
- (Xfxrlxtm — 4.
@ Var(B) = ¥5 = Var((XtX)1Xty) =
(XtX)~ 1vaar( V)X(XEX)™ = o?(XtX) 71
(8] SCE = E: le, =¢gle = t(/—Px) EtQXE’
Por las propiedades de la traza una matriz_’)i
Var(y) = E(77) — 5, = E(77) — XBBEX
E(SCE) = E[y*(I — Px)y] = E[traza(y*(/ — Px)y)]
= traza(E[(I — Px)yy* ]) traza[(l — Px (ol + X BBt X1)]
= traza[(l — Px)o?] = o?(n— (p + 1))

= E(sz) =

E(SCE)

n—(p+1)

=0

2

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Inferencia: Propiedades del estimador E

Teorema de Gauss- Markov

El estimador minimo cuadra’tico ordinario de 3 B es el mejor entre
los estimadores ,6’* de ﬁ que son insesgados y funciones lineales de
V. ﬁ* Ay es decir verifica que Var(ﬁ*) > Var(,BJ) =0,1,.

B es el mejor el estimador lineal insesgado (BLUE).

N. Corral, M.T. Lépez Regre.



Inferencia: Teorema de Gauss- Markov. Demostracion

Por ser 3* = Ay insesgado verifica:

E[3*] = AE[y] = AE[XB+d = AXF=( Vi= AX =
Cov(B*) = E[(B*—B)(B*—B)"] = E[(B*—B+B—B)(B*—B+B—H)']
= Cov(B*—B)+ Cov(B)+E[(8*—B) (B—B)'|+El(B—B) (B —B)']

— Cov(B* — B) + Cov(B)

Br—B=(A-(X'X)"X'e; B—f=(X'X)"1X)e
E[(B* — B)(B* — B)] = 0?[(A — (X*X)71XT) X(X*X)"!] =0

En consecuencia: var(ffj’-k) = var(Bjik — BJ) + var(Bj) > var(Bj)

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Inferencia en el caso normal

Dado y = XB + € con Xn,p+1 Una matriz fija de rango p+ 1y
€= N(0,021) se cumplen las siguientes propiedades

Q = Npi1(5, 02(XtX)"1) (El estimador es centrado y
normal).
0 B=AXX)(E-5)
2

g

_ 2
= Xp+1-

SCE _ .2
o o2 = Xn—(p+1)

(%] 3 es independiente de SCE y por tanto de &2.

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Propiedades caso normal: Demostracién

Se considera la distribucién conjunta de €y 3, asociada a una
transformacién lineal de y

()= (o )= (D) ()

El vector (€, ) es Normal y cada componente también.

@ Distribucién de E

~

B = Np+1(g, a(XX)™h)

ya que: E(B) = B Cov(B) = o2 (X'X) L

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Propiedades caso normal: Demostracién
(B=B)(XX)B—=B) _ »
° 02 = Xp+1
Por ser (X'X) simétrica e inversible = (X’X) = UAU’, donde
U es ortogonal y A diagonal con valores mayores que cero.

(B — B)E(XEX)(B - B) = (B — B)tUAU'(B - )

~

(5 _ B)tUAl/zUl UA1/2U/(B\_I3)

Cov[UAY2U/(B — B)] = UAY2U' Cov(B — B) UAY2Y!
— UA1/2 U’ 0'2(X/X)_1 UA1/2 U =
=02 UAY2U' UAIU UAY2U = 621
Por tanto UAY2U'(B — B)/o = N(0, 1)
(B = B (X X)(B - B)

_ .2
=X
o2 p+1

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Propiedades caso normal: Demostracién

@ Distribucién de los residuales estimados

Qe ¢éé

_fe_»
2 o2 — Xn=(p+1)

€= N,(0,0%Qy) =

g

@ Independencia entre 3 y €. Por tener una distribucién normal
conjunta basta demostrar que Cov(f,€) =0

Cov(,é_", &) = cov((XIX)"1Xty, QxYy)

= (X*X)" X var(y)Qx =0

PROPIEDAD.
Bajo las condiciones usuales de regresion los residuales €'y las
predicciones y son independientes.

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Modelo de regresion: Peso ~ altura.

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -57.8735 14.9584 -3.869 0.000441

altura 0.7707 0.0889 8.669 2.44e-10
8]
L
$ T Q °© 'DD °
© GO 0 0
=
Pol’. ol b
@ Q
€ w Jo o 0% 0

50 60 70 80 90

predicciones

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Estimacion bajo restricciones

Estimar 5 cuando verifica AF =7 ; rango(A) = q

minz(7"y — 27° X8 + B X*XB)

g(B,X) = 77 — 27 X3 + X' XF — X(AB — ¢)
Derivando con respecto a B y A se obtiene:
© 0g/0 = 0= —2X'7 + 2AX*X)By — A%,
Br =B+ (XX)~ (1/2)At)\h
o 0g/OX=ABy—c=0
Ap = =2[AX'X)TA7Y(AB - ©)

B =B — (X*X) ATAX X) AT (A - ©)

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Estimacién bajo restricciones

© El estimador de minimos cuadrados restingido de ? es:

By = B— (X X)TATAX X) A (AR - )
@ SCE, = (¥ — XBp)'(¥ — XPh)
Q@ SCE, — SCE = (AB — &)(A(XtX) LA L(AB — &)

Ejemplo. Los coeficientes 81 = ... = 34 = 0.
Bo
01 0 0 0 0 B
A 0o 0o 1 .. 0 0 .. 0 N [
...... Bq
0o 0o 0 .. 1 0 .. 0
Bp

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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]
|
Il

Contraste c A =c

Dado y = Xﬁ + € con X, p+1 una matriz fija de rango p + ly
N(0,c21) y una matriz Ag p.1 de rango q. Si Bh es el EMC de
q,p
B baJo la restriccidn Aﬁ = C se verifica que:

@ E(SCE — SCE) = qo® + (AB — &) (A(X*X) 1 A") "H(AF - ©)
@ Hipdtesis nula  Hp : Ag: c

SCE,—SCE

_ q _
F=—sg— =to Fan—p-1
n—p—1

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Contraste Hp : A/?z ¢. Demostracion

Bajo  Ho: Br=f — (XTX) LAT[A(XIX) 1AY"(AB - ©)

E(SCE, — SCE) = E[(AB — &)Y (AXtX)~1AY)"L(AB — &)]
= qo? + (AB — )" (AX'X) A" TH(AF - &)

&y X(XtX) LAAXEX) 1At "1(AB — &) son independientes
= SCE;, — SCE y SCE son independientes,

bajo Hp son estimadores insesgados de o2 y (n— p — 1) o2, con
distribuciones x? de donde

SCE,—SCE

_ q _
F=—5&— =t Fanp-1
n—p—1

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Comparacién entre dos modelos
Modelo I. y = Bo + Bg+1Xq+1 + BpXp + €

Modelo Il. y = 8o + Bix1 + ... + Bq + Xq + Bg+1Xg+1 + BpXp + €

i Cudl es mas adecuado?
Una solucién razonable es comprobar si el modelo mas sencillo
tiene la misma capacidad de prediccion que el otro modelo.

SCE,—SCE

_ q —
F=—s— =t Fanp-
n—p—1

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Comparacién entre dos modelos

Fichero Editar Datos Estadisticos Gr.

icas Modelos Distribuciones Herramientas Ayuda

‘Comparar modelos Modelo: * RegModel.3

Primer modelo (elegir uno) Segundo modelo (elegir uno)
e re 3
regt regt
RegModel.1 RegModel.1
RegModel.2 - altura’)

RegModel.3

@ Ayuda # Aplicar % cancelar « Aceptar

STEL3 < Ay X132y Gt Surmary(ReoteL sy
it Men Modelos + Test de hipotesis + Conparar dos nodelos
anova(Reghodet.3, Reghodel.25

salida % Elecutar
> Reghodel..2 <- ln(yl-xL, data=X\);sumary(Regtodel.2)
stinate std. Error ¢ value Pr(>[t|)
(Intercept) -135.866 26593 -5.109 0.0000187 *++
x 38165 1.53 25.064 < 2e-16 *+
Residual standard error: 7563 an 29 degrees of freedon
Multiple R-squared: 0.9559, Adjusted R-squared: o.
> Reghodel. 3 <- In(yl-xtsxl.2, dsts=XK); summary(REgMnde\ 3)
Estinate Std. Error t value L
(ntercept 1t.o0002 2225 1.
TS 006011 som o uoononoem
350 0.039093 32771
Restaust stondord arror: 12,5 on 28 degreas of fresdon
Multiple R-squared: ©.9989, Adjusted R-squared: 0.9988

> anova(Reghodel.3, Reghodel.2)
Analysis of Variance Tabls
1 “ X+ x12

- xt
fes.of RS OF Sunof s FPrGoR)
237

1
2 29166761 -1 -162524 1074 < 2.2e-16 *+*

Mensajes

N. Corral, M.T. Lépez
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Contraste de la regresion

Hp : La variable y es linealmente independiente de todas las x

Ho:fri=-=8,=0 & Hy:AB=0, A=(0,1,)

SCT = SCE + SCReg
Bajo Hy: SCE, = SCT; q= rango(A)= p

SCE,—SCE SCReg

q P n—p—1 R?
F=—%stcg— = s = =Ho Fp,n—p-1
p 1 — R2 ’
n—p—1 n—p—1

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Regresion Lineal: Inferencia

Inferencias sobre combinaciones lineales ht3

Funcién pivote
BB - B
= = = tn—p—l
o\/ht(XtX)~1h

Caso particular: funcién pivote para cada componente (3;:

(B = BVXX _,
(SCE/(n—p-1)) ~ """

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Regresién Lineal: Estimacion

|
{
~
1

Intervalos de confianza para E(Y/Xy) = X5/
Estimador insesgado de E(Y/xp): )?53
%66 = Ni(6, 0? R (XEX) "1%0)

Funcién pivote

Intervalo de confianza con coeficiente (1 — «)

(%B tF (1-a/2)7 >?0t(XfX)—1>?0>

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Regresién Lineal: Estimacion

Intervalo de confianza para la prediccién de Y /Xy

Individuo genérico con valores Xy, que no pertenece a la muestra:
Y /% — 538 = Ny (0,0°(35(X*X) 1% + 1))

Intervalo de confianza con coeficiente (1 — «)

(zgﬁ + F (1 0/2)5,/Z5(X1X) 15 + 1)

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Andlisis de residuales

Sirven para estudiar si un modelo de regresidn estd bien construido.

Bajo la hipétesis € = N,,(@, a?l,) se tiene
= (I — Px)y = N,[0,5>(l, — Px)]
var(e;) = 0%(1 — h;)  con h; = XH(X*X) X = diag(Px)

7[1 + D?(%, X)]

Los residuos estimados no son independientes, ni homocedasticos.

V.

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Anilisis de residuales

Teorema Sherman-Morrison-Woodbury:

A 1—*—*tA 1
Soty—1 _ a-1
A+ a7 =4 T ats

Aplicacién:

n
/ o - - - - /
X'X = E i=1"%X = X x'; + g X x'i =X x'i + XX
J#i

donde X_; representa la matriz de datos sin la observacion i.

X X i=XX-%x

Aplicando el teorme de Sherman-Morrison-Woodbury para invertir
la matriz X’ ;X_; se obtienen los estimadores de la regresién

cuando se elimina de la muestra el caso i.
N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Anilisis de residuales

Estimacion de [ al eliminar la observacién i-ésima de la muestr:

By ~n=08—(X'X “1p &
B—iy = B — (X'X) ST
Residuo i-ésimo imparcial: la observacién no se usa para estimar
o oo _hi
Yi—i Yi 1_— hii I
Y €
€i—i =Yi — VYi—i = 1— hy
=2 2
~2 ) ,2_(”—P)U — (e /(1 — hi)
U*'_Z(yl XJﬁ(*')) - n—(p+1)

J#i

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Andlisis de residuales

Tipos de residuales:

© Originales: e; = y; — y;

Q Tipificados z; = &

© Estudentizados internos rj = ——~1—
g

€

— B =
Ja2a—hy) " 1=p-1

@ Estudentizados externos t;

N. Corral, M.T. Lépez Regre.



Inferencias en el modelo de regresién

Outliers

Outliers: Observaciones que se comportan de manera muy distinta
a la que indica el modelo de regresion.

Efecto: Sobreestiman la varianza de los residuales

Deteccion: los residuales estudentizados externos

Diagrama dispersion Outlier

.

15

residuales
10
L

20 30 40 50 60 70

X predicciones

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Puntos de Influencia

Puntos de Influencia: Observaciones que modifican mucho las
estimaciones de los pardmetros al incluirlas en la muestra.

Diagrama dispersion Puntos de Influencia
=
g g @ .
=
g 1%
= w 3
E]
- g £
B ] .
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Puntos de Influencia

Deteccion:

© Leverage: hjj; 1@';'1”
@ Distancia de Cook:

(B = B_i){(X*X)(B — B)) A AN e )
(p+1)52 (p+1)52

ii= diagonal(Py), i=1, ..., p+1.

D; =

© Dfbetas

Bi = Bj—i

Dfbetas; ; = = con ¢ = diag;[(XX) ™!
o/

Q Dffits

. - [H h,',' 1/2
Dffits; = Vi (1 — h,-,-)

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Error de especificacién

Error de especificacion:
El modelo no recoge de manera adecuada la relacién entre la
variable dependiente y las independientes.

Posibles causas:
© Omision de alguna variable importante.

@ Inclusién de variables innecearias.

© Expresion funcional inadecuada de alguna variable.

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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de especificacion
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Error de especificacién

Graficos de regresiones parciales (Added variable Plots):
Miden la aportacién de cada variable X; al modelo cuando se
elimina la influencia de las demas.

Se calculan de la siguiente manera:

o Bj= (XX )Xy

o &(yIX_j) = [l = X (X X)X,y = (I = P—j)y
o (X)) = (I —Pj)x

@ Se representa €(x;|X_;) frente a €(y|X_;)

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Error de especificacién

Graficos de regresiones parciales (Added variable Plots):
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Error de especificacién

Graficos de residuales parciales (Component + residuals Plots):
Tratan de determinar si la variable X; tien una aportacién no lineal

al modelo
@ Se obtienen los residuales de la regresién € = (I — Px)y

o Se calcula la suma €+ f;X;

o Se representa €+ (3;X; frente a X;

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Error de especificacién

Graficos de residuales parciales (Components + residuals Plots):
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Normalidad

La normalidad es bésica para la inferencia en regresién. Para
comprobarla se suelen usar métodos graficos como los QQ-plots.
residuales normales residuales no normales
2 - ffu
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e | é
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o 2 4 8
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Homocedasticidad

La varianza de los

residuales

40

20

-60 -40 -20

-80

residuales no es constante.

Modelo homocedastico

o
LI B B R B
800 840 880

predicciones

residuales

-100

Modelo heterocedastico

o

LI B R
800 840 880
predicciones
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Homocedasticidad

Q = Nn(ﬁ, Y) con X = diag(o11,...,0nn) conocida o se
puede estimar. Se trabaja con el modelo transformado:

)7* _ 2—1/2}7: z—l/2xg+ 2_1/26 _ X*g+ —
B* = (X'TIX)" X' 1y

@ Existe relacién entre E(y) y Var(y).
Probar las transformaciones: 1/y; log(y \/y

© La variable xi es responsable de la heterocedast|C|dad. Utilizar
por ejemplo:

X,
L @+6—+ A+ Bp 2+ Br+e
Xk Xk

N. Corral, M.T. Lépez Regre.



Inferencias en el modelo de regresién

Independencia

La matriz ¥ = Var(€) no es diagonal.

Residuales Independientes Residuales Dependientes

residuales
residuales

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
tiempo tiempo

v

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Independencia

Test de Durbin-Watson: Sirve para contrastar si existe relacién
entre residuales sucesivos Hyp : p1 =0

n 2
T (e —ei_
d= 2172(”’ 21 1) ~ 2(1 _ rl)
. e
i=2 %
donde r; es el coeficiente de autocorrelacion de orden 1.
@ Sin~0%< d~2yno se rechaza Hy
@ Sinn>>0<%« d~0. Autocorrelacién positiva

@ Sin << 0« d>>2. Autocorrelacién negativa

Test de Ljung-Box:

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Independencia

© Minimos cuadrados generalizados € = N,(0, X), donde
Y = diagonal pero es conocida o se puede estimar
Se trabaja con el modelo transformado:

}7* _ 2—1/2}7: z—l/2xg+ 2_1/26 _ X*B'+ —
B = (X'E1X)IX'E 1y
@ Operador diferencia

VYt =Yt — Yi-1

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Criterios para la selecciéon de modelos

Métodos paso a paso
@ Hacia adelante
@ Hacia atras

© Paso a paso

Criterios de seleccion de variables
@ Incremento de R?
o C, de Mallows
o Akaike
e BIC

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Criterios de parada

@ No se incrementa el coeficiente de determinacién ajustado.

e Minimizar AIC, (Akaike Information Criterion)

AIC = 2k — 2In(L) ~ nlog(27) + n * log(52) + 2k

( donde k nimero de pardmetros, L es el maximo valor de la
funcién de verosimilitud para el modelo estimado)

e minimizar BIC (Bayesian Information Criterion)
BIC = n x log(53) + k log(n)
@ minimizar el coeficiente de Mallows, C,

2(p) - 2(k) SCE
C. — +(n— R . R _ P

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Regresién Logistica

Regresion logistica
Objetivo: predecir el comportamiento de la variable respuesta
cuando es cualitativa, frecuentemente dicotémica.

E[Y/X]=P(Y =1/X) = g(Bo+ 1 Xa + -+~ + BpXp)

Funcién logistica

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Odds y Odds ratio

Odds (ventaja, disparidad) Cocientre entre la probabilidad de que
ocurra un suceso (Y = 1) y que no ocurra (Y = 0).

_ P(Y=1)
TPy =1)
Odds € [0, )

Odds > 1< P(Y =1) > 0,50

Odds-Ratio: cociente de los dos odds asociados a un factor
dicotémico F:
P(Y=1/F)
1-P(Y=1/F)
P(Y=1/F¢)
1—P(Y=1/F°)

odds — ratio =

Mide la influencia de un factor en la presencia de una enfermedad.

N. Corral, M.T. Lépez Regre.




Regresién Logistica

Riesgo Relativo y Odds Ratio

X= factor de riesgo para contraer una enfermedad .
Si una persona tiene ese factor: X=0 ; en otro caso X=1.

-
]

presencia de cierta enfermedad
Sano: Y= 0. Enfero: Y=1.

Supongamos las siguientes probabilidades tedricas:
P(Enfermo) = P(Y=1) = 0,10; P(Sano)=P(Y=0)=0,90
P(Enfermo|No)= P(Y=1|X=0)= 0,1; P(Sano|No)=P(Y=0|X=0)=0,9
P(Enfermo|Si)= P(Y=1|X=1)= 0,5; P(Sano|Si)=P(Y=0|X=1)=0,5

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Se elige una muestra aleatoria de 1000 personas:
Frecuencias esperadas

Y
Enfermo Sano Total
X Si 50 50 100
No 90 810 900
Total 140 860 1000

Definicién de Riesgo Relativo:
RR = P(Enfermo | Si) / P(Enfermo | No)
Riesgo Relativo estimado =(50/100)/(90/900)= 0,5/0,1=5.

Resulta cinco veces mas frecuente padecer esta enfermedad
entre quienes tienen ese factor que en el resto.

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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En algunas situaciones no es posible elegir una muestra

al azar de la poblacidén y es necesario recurrir a

muestrear en condiciones mucho mas restrictivas.

Por
con

Los

ejemplo: Se elijen aleatoriamente 140 paciente
esa enfermedad y 86 personas sanas

resultados del muestreo han sido los siguientes:

Y

Enfermo Sano

Si 50 5
No 90 81
Total 140 86

Total
55
171
226

Se mantienen las mismas proporciones que antes

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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El estimador del Riesgo Relativo cambia dréasticamente.

RR= P(Enfemedad|Si)/ P(Enfemedad|No) =(50/55)/(90/171) =
0.909 / 0.526 = 1,727

En este caso el Riesgo Relativo no funciona bien porque:
a) La muestra no mantiene la proporcidén entre enfermos y
sanos de la poblaciém.

b) No se estiman bien las probabilidades que intervienen
en este indicador.

N. Corral, M.T. Lépez Regre.



Regresién Logistica

El Odds Ratio afronta este problema.
Se define como cociente de Odss:

0dd (Si)= P(Enfemedad | Si) / P(Sano | Si)
0dd (No)= P(Enfemedad | No) / P(Sano | No)

OR = 0dd (Si) / 0dd (No) =
[P(Enfemedad|Si)*P(Sano|No)]/[P(Sano|Si)*P(Enfemedad|No)]

Si el OR=1 la enfermedad es independiente del factor.

Cuando el OR>1 el factor favorece la enfermedad.

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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En las dos tablas anteriores el valor de los OR son los sij

OR(Tabla 1)
OR(Tabla 2)

(50 * 810) / (90 * 50) = 9
(50 * 81) / (90 * ) =9

es decir, el OR no se ve afectado por la falta de proporcit

El OR es méds dificil de interpretar que el RR pero

hay muchas situaciones en los que debe emplearse el 0dds
(como los estudios clinicos de casos y controles, en los e:
Ratio frente al Riesgo Relativo.

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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El modelo logistico

eX i 1

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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El modelo logistico

P(Y =1/%)
1-P(Y =1/%)

Logit(?) = log < > =fBo+ b1 Xi+ -+ BpXp

w( P(Y =1/%)

. - Xi+ -+ X
1—P(Y:1/7)> Bo+ B1Xe+ -+ BpXp+ €

o . -/ _
Sean X' = (L, x1, ..., Xj,...,Xp); X¥ = (Lxt+1,...,%i,...,Xp),
los coeficientes (3; estan relacionados con los ods-ratio

P(Y = 1|x¥)/P(Y = 0|x%) = exp(Bo + B1(x1 + 1) + Baxa + Bpxp)

P(Y = ].‘)?)/P(Y = 0‘)_(’) = exp(ﬁo aF Bl(xl + Boxp + Bpxp)
P(Y = 1|x¥)/P(Y = 0|x%)
P(Y =1|X)/P(Y = 0|x)

N. Corral, M.T. Lépez Regre.

= exp(f1)

odds — ratio; =
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Estimacién Maximo Verosimil

Verosimilitud de |la muestra es

L(B” )7’ H P}’/(]_ 1 Yi

Yi 1-y;
exp(x; 3) 1
_H<1+exp ,8)) <1+exp( B))

log(L(8, v, X Zy, I3 — Zlog 1+eX,ﬂ

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Estimacién Maximo Verosimil

Ecuacion de verosimilitud:

Solucidn de la ecuacion de verosimilitud (Numérica):

n n
E YiXi = E b
i=1

L
i=1 1+ e_)}"_tf-}\

Distribucién asintética de B\

V(B — B) —* N(0,1(8)7Y)

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Estimacién Maximo Verosimil

Contrastes individuales Hp : 5; =0

—2log——"1=% s 750) — X2 bajo Hp
L(X,B)
Contraste de la regresion Hy : 51 = o = ...... =08p=0

—2/ ( 760) —
L(X. 5)
Test de bondad de ajuste de Hosmer-Lemeshow

—_ zg: <(Ooj — Egj)? L (01— Eyj)?

Eo; Eyj

Xp bajo Hy

) — Xé_z bajo Hy

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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Residuales

@ Residuos de Pearson
€ = f’;ﬁ;
pi(1 — pi)
E(ej) =0; Var(ej) =1

T = Z e,-2 — X%—(p—O—l) bajo Hy

@ Deviances
d? = —2(yilog(pi) + (1 — yi) log(1 — pi))

D? = —21(B) = Y

N. Corral, M.T. Lépez Regre.
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