Regresion Lineal Multiple

M.T. Lépez, N.Corral

1. Introduccion

Existen numerosas situaciones practicas en las que se tienen observaciones de
varias variables, y es razonable pensar en una relacién entre ellas. En estos casos
puede ser de gran interés la determinacion, si existe, de esta relacién expresada
a través de una relacion funcional ya que ello permitird conocidos los valores
de algunas variables, efectuar predicciones sobre los valores de otra, y también
ancorrelalizar el tipo de relaciéon de una variable con otras. El objetivo de la
regresion serd, por tanto, buscar un modelo funcional que nos permita explicar el
comportamiento de una variable Y, variable dependiente, a través de los valores
que toman otras variables X,..., X, llamadas variables independientes. Es decir
se buscaran relaciones del tipo Y = f(X1,...,X,) + €.

Por simplicidad, nos centraremos por el momento en funciones f(Xi, ..., Xp)

lineales, obteniéndose asi el modelo de regresion lineal.

Es importante senalar que el hecho de poner una variable Y como funcién
de otras mas una perturbacién aleatoria no quiere decir que haya una relacién
de causalidad, sino que sélo se busca la existencia de una relaciéon cuya forma y
fuerza se quiere analizar.

Posteriormente se analizard que variables aportan explicacién ‘significati-
va’ al comportamiento de la variable respuesta Para la realizacion de test de
hipotesis seran necesarias condiciones sobre el comportamiento de la misma. Se
estudiara también como comprobar las hipdtesis sobre el modelo, para la correcta
realizacion de las inferencias.

2. Regresion lineal

De acuerdo con lo ya se ha mencionado el objetivo de la regresiéon lineal
multiple es buscar el modelo lineal que mejor explique el comportamiento de una
variable Y, en funcién de un conjunto de variables independientes y un término
aleatorio € que representa el error del modelo, es decir

Y =B+ X1+ 48X, +e=XF+e

siendo los elementos del modelo :
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. Et = (Bo, - .., Bp), pardmetros del modelo, fijos y desconocidos.

» Xq,...,X,, variables correlindependientes o explicativas fijadas por el ex-
perimentador, también llamadas regresores.

= ¢ una variable aleatoria no observable.

Nota: Nada impide que los regresores sean transformaciones adecuadas de las
variables originales. Por ejemplo, si pensamos que la variable aleatoria Y depende
del cuadrado de X; y de forma lineal de otras variables, podriamos especificar un
modelo de regresion:

Y:ﬁ0+ﬁ1X1+"'+BjX]2+"'+Bpo+E

Anidlogamente, si pensaramos que la variable aleatoria W se genera del siguiente
modo: W = kZ2' Z5?v siendo v una perturbacién aleatoria no negativa (por
ejemplo, con distribucién logaritmico normal), nada impediria que tomasemos
logaritmos para obtener el modelo lineal Y = log(W) = By + S1 X1 + P2 X2 + €.
En definitiva lo que se necesita es una expresion de la variable dependiente, o una
transformacion biyectiva, como funcién lineal de los pardmetros.

Para estimar los pardmetros del modelo se utiliza una muestra de n observa-
ciones de la variable aleatoria Y, y los correspondientes valores de las p variables
explicativas X;, ello nos permitird tener las siguientes n igualdades :

y1 = Po+ Brz11+ -+ Bprip e

y2 = Po+ Bixag + - + Bprap + €2

Yn = Bo + ﬁlxn,l + -+ 5pxn,p + €€

En forma matricial, se escribird

—
—

G=Bol+ 1+ + Bpip+ 8= XF +é

siendo:

= 7/ el vector de n de observaciones de la variable aleatoria respuesta o inde-
pendiente Y.

» X la matriz, de dimensién n x (p+1), de valores de las variables explicativas
en las n observaciones que se ha realizado; Se denomina matriz de regre-
sién o de diseno, en general es de rango (p+1) aunque en algunos disenos
experimentales puede tener rango menor.



] 3 el vector de parametros de dimensién p+1.

= ¢ el vector n x 1 de valores de las perturbaciones aleatorias.

Debe hacerse notar que muchas veces no es posible fijar los valores de X,
sino tan solo recoger datos de una muestra. Ello no afecta al desarrollo tedrico
que sigue, pero la inferencia sobre los parametros es entonces condicional a los
valores observados de X.

Para estimar E se tratara de minimizar los errores de prediccion a través
del criterio de minimos cuadrados ordinario (MCO), para lo cual si //6’\ denota el
vector de estimadores de los pardmetros, y € el vector de residuos, o valores de
la variable residuo definida por £ =Y — X tB (es decir, los residuos recogen la
diferencia entre los valores muestrales observados de la variable Y y los ajustados
a través del modelo), B es el valor de pardmetro que minimiza

o equivalentemente
9(B) =9’y — 2§’ XB + p'X' X

utilizando los procedimientos usuales de minimizacién se obtiene que los puntos
criticos son las soluciones de

-,

dg9(B)

2= oxlg42X'XF =0
ap

es decir, siempre que se pueda invertir la matriz (X*X)~!:
B=(X'X)"'x'y.

Con esta estimacién del vector de parametros se obtiene el valor de las
predicciones que serd

7=XB=X(X'X)"'X"j = Pxi

siendo Px la matriz de proyeccién ortogonal sobre el subespacio generado por las
columnas de la matriz X

Nota: Si la matriz (X*X) no tiene inversa o si presenta problemas en su inversién
por tener un autovalor muy proximo a cero se debe a que la matriz X no es de
rango completo y aparece un problema que se llama de multicolinealidad, existen
variables explicativas que se pueden expresar linealmente en funcién de las otras.
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La proyeccion ortogonal sobre el subespacio generado por las columnas de
la matriz X siempre existe pero la forma de expresar esa proyeccién no es tnica
y se produce un problema de inestabilidad de la estimacién de los coeficientes.

Los residuos del modelo son, por tanto,
€=y—y=9—Pxy=(—Px)j=Qxy

siendo () x la matriz de proyeccion sobre el subespacio ortogonal al generado por
las columnas de la matriz X.

Para estudiar las propiedades del estimador B, que es un vector aleatorio
dependiente del v.a. i que, a su vez, por el modelo iy = X3+ €y por ser la matriz
X no aleatoria, depende del v.a. €, requeriremos las siguientes condiciones:

= F[é] = 0 ( los residuos tienen media 0, si esto no fuese cierto y su media
fuese p1 se trabajarfa con B = Bo+ ).

» Var[e) = E[é'€] = 0% (Los residuos son linealmente independientes y ho-
moceddsticos)

» rango(X) = p+ 1 < n para poder invertir la matriz X*X.

Teorema 2.1. Bajo las condiciones anteriores se verifican las siguientes propie-
dades del estimador (3

1. E[B] = B (El estimador es centrado).
2. Var(B) = B3 = o*(X'X) 7.
3. s2= m Sy e? es un estimador insesgado de 2.

Sugerencia

e=(I—-P)y=(I—Px)(XB+¢) =(I—Px)e
E(e'e) = E(tr(ee')) = tr(E(ee')) = tr((I — Pz)Cov(e)(I — Px))

Teorema 2.2. (Teorema de Gauss- Markov) Bajo las condiciones anteriores se
verifican las siguientes propiedades del estimador B\ Si B\ es el estimador minimo
cuadrdtico ordinario de E, cualquier otro estimador B\* de E que sea lineal e
imsesgado tiene matriz de covarianzas con elementos diagonales no menores que
los de 23' FEs decir B es el estimador lineal insesgado cuyas componentes tienen
la varianza mds pequena.

| e? se suele llamar suma de cuadrados de los errores (SCE)

La expresion ) " | e;

y es la norma del vector de residuos al cuadrado, y se puede expresar ||€]|? =



7' (I — Px)y. El estadistico SCE es muy 1itil, como se vio en el teorema anterior,

para tener un estimador insesgado de la varianza de los errores, que viene dada

2 _ _SCE

por o h——

3. Coeficiente de determinaciéon

Hasta el momento hemos encontrado el estimador B que minimiza la SCE,
pero no se conoce cual es el grado de ajuste de las predicciones a los datos. Para
resolver este problema se trata de buscar que parte de la variabilidad de los datos
se puede explicar mediante las variables independientes.

Teorema 3.1. Bajo las condiciones del modelo de regresion se verifica:

1. La media muestra de las predicciones coincide con la media muestral de los
datos de la variable independiente Y = Y.

2. La media muestral de los residuales es cero.

Teorema 3.2. Bajo las condiciones del modelo de regresion se verifica:

1. SCT=SCR+SCE siendo

n

SCT =l —g1|I> = (i — )
=1

SCR=Y "G —y)° SCE=) (yi—0)
i=1

i=1
2. El coeficiente de determinacion R? definido por
SCR
R* ="
SCT
verifica que 0 < R? < 1

R’=1 & ¢=0 Vi=1,...,n
R*=0 & 7i=7 Vi=1,...,n

Claramente cuantas mas variables se incluyan en el modelo de regresién
mejor se ajustaran las predicciones a los datos aunque algunas variables aporten
‘poco’ a la explicacién de la variable independiente para paliar este efecto se
define el coeficiente de determinacion corregido o ajustado definido por

R2_1_ varianza residual 1 SCE/(n—p—1) 1 _"— 1 SCE
¢ varianza total SCT/(n—1) n—p—18SCT
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4. Inferencias en el modelo de regresion

Para realizar inferencias de tipo estimacién por intervalo y test de hipéte-
sis suele imponerse, ademés de las condiciones previas, la de normalidad € =
N (6, 02I) lo que permitird obtener distribuciones de los diferentes estadisticos,
generalmente utilizando resultados de formas cuadréticas.

Teorema 4.1. Dado i = XE—I— € con X, pr1 una matriz fija de rango p +1 y
€= N(ﬁ, o2I) se cumplen las siguientes propiedades

1. B= Ny (B, 02(X'X)™Y) (El estimador es centrado y normal).

2. B es independiente de SCE vy por tanto de 2.

SCE _ . 2
3 5 = X o)

Sugerencia: para la independencia de 3y o2 estudiar la de B y e
Como (8 y e son funciones lineales de y que sigue una distribucién normal, su
independencia equivale a comprobar que su matriz de varianzas covarianzas es

Cov(B,e) = Cov((X'X) "' X"y; (I — Px)y) = (X'X)"' X" Cou(y) (I — Px)
=X X' X)X (I - Px)=0

Con las distribuciones que hemos obtenido, bajo los supuestos de normalidad

para los residuos, se pueden realizar distintos tipos de inferencia como

» Intervalos de confianza para E(Y/Z)

Puesto que para el modelo anterior E(Y/zo) = 3 un estimador insesgado
serd
T3 = Ni(Z48, 0% (X' X) 1)
y utilizando que B\ es independiente de 2 se puede construir la siguiente
funcion pivote
o T _

=tp—p_
GVI(X'X) 1z,

de donde el intervalo de confianza con coeficiente (1 — «) seréd

(855 L, (0 020370013
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» Intervalo de confianza para la prediccién de Y/Zy Bajo la hipétesis de que
se trata de un individuo genérico de (independiente con la muestra) se
tendrd que:

Y/Zo — 58 = Ny (0,0 (T(X' X)L + 1))

que razonando como antes conducira al intervalo, con coeficiente (1 — «),

<356§i 71— a/2)8\/:z'g(XtX)—13?0 + 1>

tn—p—l

» Intervalos de confianza para combinaciones lineales h!/3

se utilizara la funcién pivote

= tn—p—l

como caso particular se tienen los intervalos de confianza para cada una de
las componentes del vector de parametros.

Todos estos intervalos son para parametros unidimensionales también se
pueden calcular regiones de confianza para ¢ = Af si rango(Aqp+1) = g que se
basarian en su estimador

¢=AB =N, (p,02AX'X)1AY
lo que permite construir el estadistico
(6= @) (PAX'X) AN (6 - 9) = x;

y por la independencia de B con la suma de cuadrados del error se tendra

(6 —d)'(AX'X) AN G- ¢) _
gSCE/(n—p—1) -t

a partir del cual se pueden construir las regiones de confianza

4.1. Estimacion con restricciones

En ocasiones se imponen restricciones al parametro S para que el modelo
sea coherente con la realidad, o para evitar problemas de multiples soluciones
cuando hay problemas en la matriz de diseno. Nos restringiremos a restricciones
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que pueden ser formuladas de la forma lineal Ag = ¢. Es decir se planteard el
problema de

min||§ — XB| sujetoa AB=¢
que se puede abordar por dos procedimientos diferentes, el método de Lagrange
o a través de proyecciones ortogonales.

Para utilizar el método de las proyecciones se necesita formular un modelo
equivalente en el que no aparezca el ¢, por ello expresamos la restriccién inicial
Ag = ¢ como A(ﬁ — ﬁo) =0 (tiene que existir al menos una solucién 50 ya que
en caso contrario la restriccién no tendria de sentido), se considera el parametro

v = E — 50 que transforma la restriccién en A5 = 0 y el modelo de regresién en
J=Xf+eée§-XG=X(F—-fo)+és 7 =XT+¢&
con lo que el problema inicial se transforma en
min||if* — X7|| sujetoa Ay =0

La solucién a este modelo trata de buscar § = X7 € M(X); como X' =
X!'X# se tiene que cumplir que 7 = (XtX)*lth y por la restriccion Ay =
A(XTX)"1X1 = 0, es decir § € M(X) N N(AX'X)™LX") es decir § = X7 va
a ser la proyeccién de §* sobre el subespacio W = M(X) N N(A(X!X)71X?), de
donde se obtendra que el parametro estimado es:

B =8 — (X'X) TAAX!X) 1A (AB - @)

Método de los multiplicadores de Lagrange para la condicién AS = ¢

9(B,A) =y'y — 28" X'y + X' XB+ X'(AB — ¢)
dg

il —2X'y + 2(X'X)B + AN =
dg
—_— :A —_ =
7 b—c=0

4.2. Contraste de hipdtesis lineales

Los contrastes de la forma Hy : A = & con rango(Aqp+1) = q (esta formu-
lacién engloba la mayoria de los test usuales sobre los coeficientes, como: valores
determinados, comparacién de los mismos, nulidad de componentes) se realizan
a través del siguiente resultado
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Teorema 4.2. Dado i = Xﬁ + € con Xy pr1 una matriz fija de rango p+1 y
€= N(O 0?1) y una matriz Agp+1 de rango q. Supongamos que ﬂh es el estimador
minimo cuadrdtico de 6 bajo la restriccion Aﬁ = C se verifica que:

1. Si SCE, = (¢ Xﬁh) (y Xﬁh) entonces
SCE), — SCE = (AB — &) (A(X'X) A1 (AB — &)

2. E(SCE), — SCE) = qo? + (A — &' (A(X'X) 1A ~1(AF - ?)

3. Si la hipdtesis Hy : AB = C es cierta entonces

SCE,—-SCE _ >
o (AB-9AXIX) AN NAB -/ _
5CE, SCE/(n—p—1) S Tan

4. Si@=0 el estadistico F anterior es

F:

n—p—1§(P— P,y
q g (I — P)y

con Py, la matriz de proyeccion sobre el subespacio W = M(X)NN (A(X'X)"1X)

4.3. Contraste de la regresién o R?> =0

Uno de los contrastes mas usuales en todos los analisis de regresién es lo que
se conoce como el contraste de la regresion, o anova de la regresién, que plantea
como hipétesis nula la no influencia de las variables explicativas en el respuesta,
lo que se formula como Hy : 31 = --- = 3, = 0 0 lo que es equivalente Hy : P’ =0
siendo p? el mayor coeficiente de correlacién lineal entre Y y una combinacién
lineal de las X;.

Esta hipdtesis se puede formular de forma lineal Ag =(0con A= (6, I,) en
este caso SC'Ey, = SCT vy, por tanto, el estadistico F es

. Sk _n-p-1SCT-SCE _n-p-1 R _ 1
R p SCE p 1— g ot

5. Construcciéon de modelo de regresion

Hasta ahora hemos dado por supuesto que el modelo lineal que se estima
es el ‘correcto’, es decir, que la variable aleatoria Y efectivamente se genera de
la manera: Y = 3o + B1X1--- + B, X, + €, pero en la préactica no suele tenerse
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un conocimiento exacto del modelo y pueden considerarse variables que no se
deberian estar en el modelo, ya que su aportacion a la explicacién de la variable
independiente no es significativo. Surge asi el problema de la regresién por etapas
donde se van incluyendo, en pasos sucesivos variables que aporten explicacién
de la variable independiente y se eliminan aquellas que no aportan informacion.
Otro problema que se plantea en la construccion del modelo es el tratamiento de
las variables independientes cuando estas son cualitativas, ello se suele realizar
mediante la construccién de variables ficticias o dummy que reflejan cada una de
las modalidades de la variable respuesta.

5.1. Regresién por etapas

Dadas las datos de las variables independientes (I, 71, ... ,Tp) y la variable
independiente 3 se sigue el siguiente procedimiento:

Etapa 0 Se incluye el T (es decir se centran los datos)
Predicciones: iy = Pyyf = gl
Residuales: €= (I — P)y = Q7%
Varianza residual: SCEy = SCT =

gt
(I - Pp)g=>(yi — )

I
@ =L

Etapa 1 Se incluye la variable independiente X; que mejor explica los residuales
de la etapa anterior Q¢

Posible aportacién nueva de cada variable Q37; (lo otro ya estd explicado
por el modelo anterior)

Coeficiente de regresion de cada variable: @ = (:ifoi"i)_lft-QTg'
Prediccién con la variable i : 37 = foi@

Residual con la variable i: €1 = Q77 — y1 = Q7(§ — a‘:’ZB\Z)
Variacién explicada con la variable i: SCRy = iy
Variacion residual con la variable i: SCE; = é'tlé’l

Proporcion de variacion explicada por la variable i:

R SCR; _ SCRy
1™ SCR, + SCE;, ~ SCT

se coge la variable i que tenga mayor R? si es que aporta ‘algo’ a la expli-
cacion de la variable independiente (se comprueba si 3; = 0

Etapa k+1 Se utiliza el siguiente resultado, mas general, para saber que variable
se introduce en la etapa k+1, que serd la variable, no en el modelo, que mas
aporte a la explicacion de los residuales de la etapa anterior.
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Teorema 5.1. Dado un modelo lineal i = W6 + € donde la matriz de diseno,
Wi pt+q se puede diwidir en dos submatrices W = (X, Z) con Xy, p, Zp 4 matrices
de rangos p,q, respectivamente, es decir ij = X§+ ZN+€. Si 5 es el estimador de
minimos cuadrados de § con con componentes 5 = (B\gﬁg) entonces se verifican
las siguientes propiedades:

1.7, = (Z'QxZ)"'Z'Qxy (en las columnas de Z y en § se elimina todo lo
que se puede explicar por X y se hace la regresion)

2. By = (XTX)" 1 Xt — Z7,) = B — (XtX)—lXtZﬁg

3. SCE, = (§— Z7,)'Qx(§ — Z7,) = §'QxY — 7, 2'Qx Y
El vector de residuos global es el vector de residuos de X corregido por lo
explicado por Qx 72

4. Se consideran las matrices L = (X! X)'X'Z, M = (Z'QxZ)~" la matriz
de varianzas -covarianzas de § es

o [ (X'X)" '+ LML' —LM
g
~ML M

El caso mas general cuando se quiere construir un modelo que permita pre-
decir el comportamiento de cierta variable es que solo tengamos una idea aproxi-
mada de que variables se deben incluir como predictoras. Por ello es interesante
disponer de de criterios que permitan comparar entre diferentes alternativas.
Por supuesto una vez realizada esta seleccion queda a criterio del investigador
decidir si se debe modificar, excluyendo algunas, realizando transformaciones o
incluyendo nuevas variables.

Los criterios mas habituales de comparacion de modelos son los siguientes:

= No incremento del coeficiente de determinacién ajustado (ya que el R?
siempre aumenta.

» El criterio de Akaike , AIC, (Akaike Information Criterion) que consiste en
considerar el valor de

AIC =nxlog(c;) + 2p

y elegir el que tenga valor minimo, siendo p el numero de parametros en el
modelo y 8]2, la estimacion MV correspondiente de la varianza de los errores,
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al aumentar el nimero de variables disminuye la estimacién pero aumenta
2p con lo que el criterio tiene en cuenta ambas cosas.

» BIC (Bayesian Information Criterion) que penaliza mdas los modelos de
dimensién elevada. Se base en

BIC =nx log((/f\g) + plog(n)

» Criterio C), de Mallows definido por

n §2 _ §2
o= Yo~ B/ =p+ (0 =) P D

y elegir el modelo con menor C),

Los métodos habituales de regresién por etapas son:

» Hacia adelante (forward). Se empieza con un modelo sin ninguna variable
predictora y se van incluyendo una a una hasta alcanzar un criterio de
parada. El mas habitual es que el coeficiente de la variable no sea significa-
tivamente diferente de cero.

» Hacia atrase (backward). Se empieza con un modelo en el que intervienen
todas las variables predictoras y se van eliminando las que no tengan una
aportaciéon relevante en la prediccion. El méas habitual es que el coeficiente
de la variable no sea significativamente diferente de cero

» Por pasos sucesivos (Stepwise) Es una combinacién de los otros dos. Se va
hacia adelante pero en cada etpa se comprueba si alguna de las variables
seleccionadas deja de tener interés.

Definicion 5.1. La correlacion parcial entre dos variables, por ejemplo X1yXo
dadas otro conjunto de ellas X = (1, X3,...,X,) es la correlacion entre los resi-
duos de X1 no explicados por X, e; = X1 — Xgl, y los de X9 no explicados por
X, e9 = Xg — XB\Q. se suele denotar por Ri23.. p

En el caso de tres variables se tiene
Ri2 — R12R13
V(1 = R%3)(1 — R3y)

Rig3 =
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y en el caso general se tiene que esta relacionado con el coeficiente de determina-

cion:
L_R2— SCE _ SCEy.x1 SCEy.x1x2 SCEy2,,..0p1 SCEyz.. .z,
SCT SCT  SCEyx1 ~ SCEyay,.u, SCEya,. 0
es decir:
1- R2 = (1 - Rzml)(l - RZazg.a:l) s (1 - R?/mp.ml..mp,l)

También se verifica que si R,% es el coeficiente de determinacién de Y con las
variables (1, X3,..., X%) y Ril es el coeficiente de determinacién de Y con las
variables (1, X3, ..., X;_1) entonces:

1— R2 _ SCEg _ SCEy.l‘hwwkq - SCRyIkwhwwkq
kTosCT SCT
SCR
—(1— R2 1— YT L1y, T —1 — (1 — R2 1— R2
( k‘—l)( SCRy.xl7.,.7xk71 ) ( k’—l)( YT .x1,...,xk,1)

de donde
R{ — Rj_y = (1 - Rj_1)R;

YZf- L1y —1

6. Analisis de residuales

Una vez estimado el modelo de regresion los residuos son un elemento impor-
tante para comprobar las hipotesis de linealidad, homocedasticidad y normalidad
que has sido utilizadas en la inferencia sobre el modelo. Los residuos estan defini-
dos como € = (I — Px)y = Qx¥ y sabemos que estan relacionados con la variable
error € , mas concretamente con una muestra de esta variable,€, a la que hemos
impuesto E(€) = 0, var(é) = oI.

Sin embargo si 1 € X entonces F(€) = 0 pero su matriz de covarianza
verifica var(€) = var(Qx¥) = Qxo’IQ% = 0?Qx = o*(I — Px) es decir los
residuos tienen media cero pero no son, en general, ni linealmente independientes,
ni homocedasticos.

Un residuo grande indica un alejamiento del dato al modelo proporcionado,
pero para saber cuando es grande se necesita conocer la varianza del mismo. La
varianza de cada residuo es: var(e;) = o%(1 — p;) = o(1 — 2{(X'X)"1a;). Si
la varianza es pequenia el modelo de regresién pasa por cerca del punto y si la
varianza es grande el punto estd alejado del modelo.

Debido a esta homocedasticidad los residuos se suelen studentizar o estan-
darizar (convertir a variable con igual varianza). El residuo estandarizado es:
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ei
72(1—pis)
cién no tiene por que ser una t ya que no estd garantizada la independencia del

r; = trata de eliminar el efecto de la heterocedasticidad ( la distribu-
numerador con la SCE). Otra forma de estandarizar es estimar o con el resto de los

puntos para tener independencia del denominador y numerador y conseguir una
e

distribucién tipo t, obteniéndose los residuos estudentizados ex; =

que seguird una distribucion ¢, 1, 1.

Los puntos con un alto, o bajo, residuo estandarizado se llaman outlier Entre
los outliers es importante detectar los puntos de influencia que son aquellos cuya
presencia hacia que cambie mucho los valores de los coeficientes de regresion, para
su deteccion se pueden seguir diversos criterios: buscar el residuo estandarizado
cuando el punto no es utilizado para construir el modelo, comparar los coeficientes
del modelo con y sin el punto B — B—u etc.

Entre las medidas de influencia mas habituales se encuentran las siguientes:

1. Puntuaciones hat p;;, que son los elementos de la diagonal principal de la
matriz X (X'X)1X*.

2. Distancia de Cook

~

(B-B)'X'X)B-B) _ G- 7-0)'F— )

D- = =
i o2 o2
3. DFFITS ) X
Yi — Yi—i p
DFFITS; = >—"—: |DFFIT;| > 24/ —
RN | il V N
4. DFBETAS
Bj — Bj—i 2
DFBETASj = ———=—=; |DFBETA;j| > —
8 (XtX);jl VN

Sugerencias para los calculos eliminando la observacion i-ésima

Teorema 6.1. (Shermann-Morrison-Woodbury)

(A —22)) P =A"1 4+ A7 220 A7/ (1 — 2P A7 2)
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n
X'X =) 53, = BE,+ 5= XX+ T T
k=1 ki

(XLX ) = (XX L+ (X)) 2 (XUX) T/ (1 - py)

X' =Y Ty + Ty =Xy i+ Ty = X' Ty
ki

Bi=(XLX )XY g =8 (X'X)LE /(1 — pi)

emi =y — TP =y — T B+ T (X' X) T Tiei /(1 - pii)

Graficos de residuos

Es usual realizar distintos gréaficos para detectar la presencia de outliers, o

la no adecuacion del modelo a los datos. Los tipos de graficos mas utilizados son:

Predicciones frente a residuales (¥, e;). De acuerdo con las condiciones tedri-
cas usuales, ambas variables son independientes y por lo tanto no se debe
apreciar ninguna estructura en el gréafico

Indice de cada observacién frente a los residuales. Tienen interés cuando las
observaciones son secuenciales en el tiempo, ya que permite detectar pautas
de comportamiento como agrupamiento de residuos.

Gréficos de normalidad de los residuales.

Residuales frente a las variables incluidas en el modelo. Pueden aportar
informacién sobre la forma de intervenir la variable en el modelo, que puede
ser no lineal sino cuadratica, exponencial o logaritmica etc.

Residuales frente a las variables excluidas del modelo.

Gréaficos parciales de residuos. Son del mismo tipo que las dos anteriores
pero eliminando la influencia del resto de variables.

1. La variable Zj frente a los residuales de la regresion de 4 con X _g

2. Los residuales de Ty, con a X frente a los residuales de 4 con X _j
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7.

7 APENDICE : PROYECCIONES ORTOGONALES

Apéndice : Proyecciones ortogonales

Propiedades de las proyecciones ortogonales

Si € es un subespacio vectorial de R™ entonces todo vector y € R™ se puede
descomponer de forma tinica como y = u + v, u € Q,v € Q-

Si 2 es un subespacio vectorial de R™ existe una tinica matriz de proyeccién
sobre el P de modo que Poy = u, esta matriz se puede construir a través de
una matriz X cuyas columnas son un sistema de generadores de subespacio
de la forma siguiente P = X (X!X)~1 X!

Si Pq es la matriz de proyeccién sobre €2 entonces Qq = I — Pg es la matriz
de proyeccién sobre Q-+

Pq v Qg son matrices simétricas e idempotentes
Dados dos subespacios de R™, €1 y Q9 se verifica que (2, N+ = Qf- —1—(22l

Dados dos subespacios de R", ,w tales que w C ) entonces PoP, =
P,Po =P,

Dados dos subespacios de R”, ,w tales que w C €2 entonces Po — P,, =

PQﬁwL

Sea A una matriz y dos subespacios de R", ,w tales que w = N(A) N
entonces Q) Nw® = M(PgA?)

Sea A una matriz qxn rango(A)=q. Se verifica que rango(PoA') = ¢ siy
solo si M(AH)NQLt =0



