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1. Introduccion

El analisis de componentes principales (ACP) es un método de reduccion de la dimension cuyo
objetivo fundamental es representar datos originales multidimensionales en un espacio de menor
dimension, conservando en la medida de lo posible la estructura inicial o esencia de los datos (por
ejemplo, la distancia entre los puntos). En otras palabras, se busca describir de la forma mas sencilla
posible la estructura de una poblacion que cuenta con muchas variables, mediante un nimero reducido
de caracteristicas.

La técnica fue introducida por Hotelling (1933), aunque sus origenes se remontan a los ajustes
ortogonales por minimos cuadrados propuestos por K. Pearson (1901).

Para ilustrar la idea intuitiva, se puede pensar en la representacion de un boligrafo tridimensional
en un plano bidimensional. Las posiciones relativas de los puntos proyectados en el plano deben ser lo
més parecidas posible a las posiciones originales en el espacio; es decir, la proyecciéon ha de hacerse de
modo que los puntos proyectados conserven la distancia original entre ellos, o lo que es equivalente,
que conserven al maximo la variabilidad de los datos originales.

Nos centraremos en un vector aleatorio & = (1, s, ..., x,)" del que queremos obtener una repre-
sentacion simplificada ¢ = ¢(Z) con menor dimension. Interesa preservar la estructura de los datos;
en concreto, queremos conservar su variabilidad, ya que las medidas de dispersion y de relacion entre
variables (recogidas en la matriz de varianzas-covarianzas) caracterizan gran parte de la informacion
contenida en .

2. Planteamiento y primeras consideraciones

La propuesta mas sencilla es utilizar transformaciones lineales de las variables originales. Traba-
jaremos con las variables centradas, ya que la variabilidad del objeto es independiente de su posicion
(recogida en el vector de medias ji = E(¥)). Por tanto, definimos

y = a'(z — ji), (1)

donde @ = (ay, . ..,a,)" es un vector de coeficientes que determina la combinacion lineal. El objetivo
seré encontrar @ de manera que y conserve el maximo de variabilidad.

3. Primera componente principal

3.1. Maximizacion de la varianza

Queremos que el objeto proyectado se asemeje lo mas posible al objeto real, por lo que buscamos
maximizar la dispersiéon de la nueva variable:

max Var(y).

Dado que las variables estan centradas, E(y) = 0:
E(y)=B(@'(Z - f) =a'B(@ - [) = a'(i— ) =0.
Por tanto,
Var(y) = E(y?) = BE(@'(7 — 7)(7 - f)'a) =a' E((T - f)(7 - f@)!) d = a'2 4,

donde ¥ = Cov(Z) es la matriz de varianzas-covarianzas de Z, que es simétrica y semidefinida positiva.
Si no se impone ninguna restricciéon sobre @, el problema no tiene solucion, ya que dado cualquier
dy que proporcione una varianza positiva, el vector d; = kdy con k > 1 satisface

C_Ldizc_il = 1{726_1:62670 > 662607

y haciendo crecer k la varianza se puede hacer arbitrariamente grande. Por ello, es necesario limitar
la norma del vector de coeficientes. La restriccion habitual es ||@]| = 1.
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3.2. Solucién mediante descomposiciéon espectral

Planteamos:
max atya.
llall=1

Dado que X es simétrica y semidefinida positiva, admite una descomposicién espectral

¥ = UAUY,
donde:
» U = (U Uy - 1,) es una matriz ortogonal (U*U = UU" = I), cuyas columnas son los vectores
propios ortonormales de .
» A = diag(A, Ag,...,\,) es la matriz diagonal de valores propios, ordenados sin pérdida de

generalidad de mayor a menor: Ay > Ap > --- > A, > 0.

Definamos b = U'd. Como U es ortogonal, la transformacion @ — b es una biyeccion que conserva
la norma:

—

162 = b'b = @'UU'G = a'a = ||a@||>.
Entonces,

p
WZJzJWAW“zE%E:EZAE
j=1

El problema original es equivalente a

max Z Aj b2

l18l1= 15

Acotando,
p p P o
Z)\jb? S )\1 Zb? = )\1, pues Zb? = Hb”2 =1
- - j:l

La cota superior \; se alcanza eligiendo b = &) = (1,0,...,0)%, lo que da )\jb? = \;. Deshaciendo
el cambio,

Por tanto, el vector de coeficientes que maximiza la varianza es el primer vector propio i, y la
varianza maxima alcanzada es \;:

‘1|rn”a>§ Var(y) = A1, con @ = uj.
La variable obtenida y; = 4 (¥ — ji) se denomina primera componente principal.

3.3. Unicidad y signo

La solucién no es unica en sentido estricto. Si #; es un vector propio normalizado, —u; también
lo es. Por ello, a la hora de interpretar los coeficientes no debe prestarse atenciéon al signo de forma
aislada, sino a su relacién con el signo del resto de los coeficientes. Ademas, si el valor propio A\,
tiene multiplicidad geométrica mayor que uno, existiran infinitas soluciones (todo un subespacio)
que generan componentes igualmente vélidas; en tal caso la eleccion de una base concreta debera
hacerse atendiendo a criterios de interpretabilidad adicionales.



4. Segunda componente principal
Para seguir extrayendo informacioén no recogida por la primera componente, buscamos una se-
gunda variable yo = @4(Z — ji) que:

1. Maximice su varianza: méx a5Xds,
az

2. Tenga norma unitaria: ||d@s|| = 1,
3. Aporte informacién nueva, es decir, que no esté correlacionada con la primera componente:
Cov(y1,y2) = 0.
Como ambas variables estan centradas,
COV(yl,yQ) = E(ylyg) = E('L_L‘i(f— /j)(f— ﬁ)taz) = ﬁi by 62.
Puesto que ; es vector propio de ¥ con valor propio A1, Yu; = A, y teniendo en cuenta la simetria,
Por tanto,
COV(yl, y2> == )\11,_[3(72

Salvo el caso degenerado A; = 0 (que implicaria varianza nula de la primera componente), la condicion
Cov(yi,y2) = 0 equivale a la ortogonalidad

@y = 0. (2)
Sea de nuevo by = U'd@,. Entonces ||by|| = ||@2|| = 1, y la condicion se traduce en que la
primera coordenada de b, es nula:
b21 - ’l_[tlag - O

Asi,
p
Xy = bhAby = Y \;b3;,
j=2
pues by; = 0. Acotando,
p p p
SRS TSN S N
j=2 j=2 Jj=1

Esta cota se alcanza con by = & = (0,1,0,...,0)!, que cumple by = 0 y [|bs]| = 1. Por tanto, el
vector 6ptimo es dy = U€y = s, v la varianza méxima es \o. Asi,

y2 = Uiy(¥ — i),  Var(ys) = s, Cov(ys,4n) = 0.

5. Todas las componentes principales

Este razonamiento se extiende de forma inductiva. En el paso k-ésimo (k < p) se busca
Y = 52(5 — H)
con ||dk|| = 1, que maximice Var(yy,) sujeta a las condiciones de incorrelacion con las k—1 componentes
anteriores:
Cov(ye,y;) =0 Vj<k < ﬁ;ﬁk =0 Vj<eEk.

Repitiendo el proceso, la solucién es ay = uy, el k-ésimo vector propio de ¥, y la varianza de y; es A\g.
De este modo, las p componentes principales (supuesto que ¥ tiene rango completo) vienen dadas
por

37: Ut('f - ﬁ)a
donde y; = i (¥ — ji), con Var(y;) = A; y Cov(y;,y;) = 0 para i # j.
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6. Caso de matriz de covarianzas singular

Si ¥ es singular, su rango ¢ es menor que p, y existirdn p — g valores propios nulos: A1 = - =
Ap = 0. Para estos,
Var(y;) = \; =0,

y por estar centradas, y; = 0 (casi seguramente). Estas componentes no aportan informacioén y pueden
ser omitidas. En consecuencia, con ¢ componentes principales se puede representar exactamente toda
la variabilidad del vector Z. Desde el punto de vista practico, ello indica que hay redundancia lineal
en las variables originales (alguna variable es combinacion lineal exacta de las demés) y el problema
se reduce a un espacio de dimension gq.

7. Eleccién del niimero de componentes

En la practica, se retienen solo unas pocas componentes que capturen la mayor parte de la
variabilidad. Para decidir cuantas, se utilizan los siguientes criterios.

7.1. Variabilidad explicada

La variabilidad total de las p variables originales se puede medir por la traza de :
p
Var(total) = tr(X) = Z Ai
i=1

La proporcion de variabilidad explicada por la j-ésima componente es

Aj
D )\Z :

=1

Por consiguiente, las ¢ primeras componentes explican una fraccion

q
j=1 >‘j
p .
i=1 Ai

de la variabilidad total. Como guia orientativa, se suele buscar un nimero ¢ que explique alrededor
del 70 %80 % de la variabilidad total, aunque el equilibrio entre simplificaciéon (pocas componentes)
y fidelidad (alto porcentaje) es una decision del analista.

7.2. Principio de imparcialidad

Cuando varios valores propios son muy parecidos (incluyendo el caso de multiplicidad algebraica
r), se recomienda retener todos o ninguno, para evitar favorecer arbitrariamente una direccion frente
a otras equivalentes. Por ejemplo, si los porcentajes explicados por las componentes son 40 %, 25 %
y 25 %, se podrian elegir las tres (para alcanzar un 90 % acumulado) o, si no se alcanza un umbral
suficiente, renunciar también a las dos del 25 %. La decision ha de justificarse en cada caso.

7.3. Variable incorrelada con el resto

Si una variable original z; estéa incorrelada con las demas, la matriz de covarianzas toma la forma

2t
_ (o1 O
2_(0 22).

Un sencillo calculo muestra que



es vector propio de ¥ asociado al valor propio o. Por tanto, existe una componente principal que

es (salvo factor de escala) la propia variable x; centrada. Si o} es grande, esta componente apa-

recerd entre las primeras; si es pequeno, entre las tultimas. Esta propiedad ayuda a interpretar las
componentes: una variable muy independiente del resto puede manifestarse como una componente
aislada.

8. Calidad de la reconstruccion de las variables originales

Una vez seleccionadas ¢ componentes, podemos preguntarnos qué parte de la variabilidad de cada
variable original x; somos capaces de recuperar. Usando la relacion ¥ — i = Uy, tenemos

p q p
i — Hi = E Ui Yj = E Wij Y5 + E Wij Yy
i=1 =1 j=q+1

donde la primera suma corresponde a la parte reconstruida con las ¢ componentes y la segunda es
la parte que se descarta. Como las componentes y; son incorreladas y Var(y;) = \;, la varianza de la

parte reconstruida es
q q
Var (Z uij yj) = ZU%)\J
j=1 Jj=1

Asi, la proporcion de variabilidad de x; explicada por las ¢ componentes es
2
;1':1 Uij Aj
i

Este cociente indica la calidad de la reconstrucciéon de cada variable. Si para cierta variable es muy
bajo, conviene examinar si las componentes seleccionadas la representan deficientemente.

9. Interpretacion de las componentes mediante correlaciones

9.1. Pertfil de individuos extremos

Un primer acercamiento consiste en examinar los individuos con puntuaciones extremas en cada
componente e intentar caracterizar qué variables los distinguen del resto.

9.2. Correlaciones entre variables originales y componentes

Una herramienta mas sisteméatica es el calculo de las correlaciones entre cada variable original x;
y cada componente y;. Como ¥ — i = U¥,

Cov(Z,9) = E(( — i) §') = E(UyY') = U E(yy’) = UA.
Por tanto,
COV(QZ',’, yj) = /\j uij-

Recordando que Var(y;) = A; y denotando Var(xz;) = ¥;;, la correlacion es

o )\juij B \/ )‘j uij

V2% A Vi
Valores absolutos proximos a 1 indican que la variable z; y la componente y; miden esencialmente el
mismo rasgo; valores cercanos a 0 revelan una influencia despreciable. De esta manera, observando

qué variables originales presentan altas correlaciones (en valor absoluto) con una componente, se
puede poner una “etiqueta” semantica a la componente.

Corr(x;, y;)



9.3. Observacioén sobre el signo

Al igual que ocurre con los coeficientes de los vectores propios, el signo de las correlaciones no es
interpretable de manera absoluta, porque cada vector propio puede cambiarse de signo sin afectar
a las propiedades estadisticas. Lo relevante es el signo relativo entre las distintas variables que se
asocian a una misma componente.

10. Componentes principales normadas (estandarizaciéon pre-
via)

Cuando las variables originales se miden en unidades muy diferentes (por ejemplo, kilogramos
frente a metros, o escalas con distinta dispersion), las que presentan magnitudes numéricas mayores
tenderan a dominar el analisis, ya que los valores de la matriz > dependen de las escalas. Para evitar
este efecto, se recomienda estandarizar las variables (restar la media y dividir por la desviacion tipica)
antes de extraer las componentes. Equivalentemente, se trabaja con la matriz de correlaciones R en
lugar de la matriz de covarianzas X:

R = diag(X)" "2 ¥ diag(%)~ 2

Las componentes principales normadas se obtienen como los vectores propios de R (ordenados segin
sus valores propios), y equivalen a aplicar el ACP a las variables tipificadas. La interpretacion y los
criterios de seleccion son analogos, pero con la ventaja de que todas las variables contribuyen en
igualdad de condiciones (ahora tr(R) = p).

11. Componentes principales sobre una muestra

11.1. Notacion y matriz de datos

En la practica no se conoce la matriz de covarianzas poblacional >, sino que se dispone de una
muestra de n individuos en los que se miden p variables. La informacién se organiza en una matriz
de datos X de dimensiéon n x p:

11 T12 - Tip
X — To1 X2 - Typ
Tpl Tng v Ty
Donde la fila ¢ representa el vector de p caracteristicas del individuo i, es decir &; = (241, Za, . . ., Tip)',
y la columna j el vector de n valores de la variable j-ésima, Z(j) = (21, Z2j, . . ., Tnj)"
11.2. Centrado de los datos
Para eliminar el efecto de la localizacion trabajamos con los datos centrados. Sea 1,, = (1,1,...,1)

el vector de n unos y Z; = £ 3" | z;; la media de la variable j. La columna centrada correspondiente
es

xlj — l’j
- Loj — Lj - _
Te(j) = = T() — Tjln.
Tnj — T



11.3. La matriz de centrado

Para unificar notacién, se introduce la matriz de centrado de tamano n x n:
1
t

donde J,, = 1,1 es la matriz cuadrada de unos (todas sus entradas son 1). Notese que 1£1,, = n,
por lo que también podemos escribir

H=1,—1,(1'1,)""1..
Propiedades fundamentales de H:
1. Simetria: H' = H. En efecto, I, = I,, y (1,1%)" = 1,11
2. Idempotencia: H? = H. Multiplicando,
H? = (I, - }1,1%)" = I, - 21,1 + L1,11,1%, = I, — 21,1" + %1,1" = [, — 11,1, = H.

3. Valores propios: Al ser idempotente, sus valores propios solo pueden ser 0 o 1. El vector 1,
es vector propio con valor propio 0, pues

H1,=1,-11,(1,1,) =1, — 21, =0.

Cualquier vector ortogonal a 1,, es vector propio con valor propio 1. Por tanto, rango(H) = n—1
ytr(H)=n—1.

La matriz de centrado actiia sobre X produciendo los datos centrados:
X.=HX.
En efecto, la columna j de HX es
Hij) = 35 — 3 L1, = T() — j1a = Te(y).
11.4. Matriz de varianzas-covarianzas muestral

La matriz de varianzas-covarianzas muestral S = (s;j),x, contiene en la diagonal las varianzas

1 n
s = - > (i — 1),
i=1

y fuera de ella, las covarianzas muestrales

muestrales

1 _ _

En forma matricial compacta:

1 1 1
S=-X'X.=—(HX)'(HX)=-X'H'HX.
n n

n

Usando la simetria e idempotencia de H (H'H = H? = H), se obtiene la expresién méas habitual:

1
S=-X'HX.
n

Noétese que muchos textos dividen por n — 1 en lugar de n; en ese caso se reemplaza + por —— y
n n—1

todas las formulas siguientes se modifican de manera analoga. Con la variante % la matriz S es un
estimador méximo—verosimil bajo normalidad.



11.5. Calculo de las componentes principales muestrales

Queremos encontrar combinaciones lineales de las variables centradas
y=X.a=HXa

(donde @ es un vector de coeficientes p x 1 con ||d@|| = 1) que maximicen la varianza muestral. La
media de 3 es nula por construccion, y su varianza muestral es

1 « 1 1 1
sv==> yl=—§'f=—aX'H'HXd=d (—XtHX) a=asa.
n i1 n n n

El problema de maximizacién es, por tanto, formalmente idéntico al poblacional:

max @t Sa.
llall=1

Como S es una matriz simétrica y semidefinida positiva, admite una descomposiciéon espectral
S =UAU",

donde A = diag(jxl, 5\2, e ,5\1,) contiene los valores propios ordenados de mayor a menor, y U es la
matriz ortogonal de vectores propios asociados.

Repitiendo exactamente el mismo razonamiento que en el caso poblacional, la solucién es a = i
(primer vector propio de S), y la varianza maxima alcanzada es A1 La primera componente principal
muestral es por tanto el vector

371 - Xcﬁl - HXﬁl
De manera analoga se obtienen las restantes componentes, imponiendo ortogonalidad (incorrelacion

muestral) con las anteriores. En general, las p componentes principales muestrales se recogen en la
matriz

~

Y =X.U=HXU,

donde la columna j de Y es ¥, con varianza muestral A; y covarianza muestral nula entre columnas
distintas.

11.6. Variabilidad explicada y elecciéon del nimero de componentes

La variabilidad total muestral se mide por tr(S) = Z?Zl j\j. La proporcion de variabilidad expli-
cada por las ¢ primeras componentes es

P
j=1 >‘j
P 3’
JpYy
y se emplean los mismos criterios heuristicos (70 %—80 %, principio de imparcialidad, etc.) descritos
para el caso poblacional.
Si se trabaja con la matriz de correlaciones muestral R en lugar de .S, las componentes princi-
pales normadas muestrales se obtienen de los vectores propios de R. Todos los comentarios sobre
la interpretacion, calidad de reconstruccion y correlaciones con las variables originales se trasladan

sustituyendo X por S (o R) y los parametros poblacionales por sus analogos muestrales.
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