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Notacion.

X poblacion; variable aleatoria X : Q) — R.

X1,..., Xp, ... sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas como X
F() funcion de distribucion de X

F,.(-) funcion de distribucion empirica de Xy, ..., X,
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., C.S. . . . . .
Notacién. ——— convergencia casi sequro cuando n tiende a infinito:
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Al,...,An7...: Q — Re®
w +— (a1, ..., an,...)

A, =254 — Pr[h’mAn:a}zl
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= Pr[{w
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Funcién de distribucion empirica

1 n
Fo(z) = - Z 100 (X;)
=1

n - Fy(xz) ~ B(n,PrX <uz|) = B(n, F(x))

Ley fuerte de los grandes nimeros: VYV € R, F,(z) —>— F(z)
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F,(z) - F(z) ¢

E@)[l=F(x)] n—e

T.C.L.. VzeR,

N(0,1)

Lo mismo ocurre con F,,(z7) = lim F,(t) y F(z~) = Pr[X < ].
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Notacién. A, distancia mazxima en vertical entre dos funciones:

A, = Doo(Fp, F) = sup|F,(z) — F(z)]
xeR
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Funciones de distribucion

D <- "unif" # norm exp ...
X <- get (paste0 ("r", D)) (10) # 100 1000 ...
F <- get (pasteO ("p", D)) # tedrica

Fn <- ecdf (X) # empirica
plot (Fn)

plot (F, min(X), max(X), col=2, add=TRUE)

Distancia maxima

X <= sort (X) ; n <- length (X)

Dnl <- abs (F(X) - Fn(X))

Dn2 <- abs (F(X) - c(0,Fn(X[-nl)))

il <- which.max (Dnl1) ; i2 <- which.max (Dn2)
<- if (Dn1[i1] > Dn2[i2]) 1 else 2
<- c(i1,i2)[I] ; Xi <- X[i]

Yi <- ¢ (Fn(Xi), c(0,Fn(X))[i]) [I]

arrows (Xi, F(Xi), Xi, Yi, code=3, col=3)

Teorema (fundamental de la estadistica o de Glivenco y Canteli).
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Lema. Sean Ay, As,... sucesos con Pr[A;] = 1Vi
Entonces Pr[), A;] = 1.

Demostracion.
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Teorema (fundamental de la estadistica o de Glivenco y Canteli).

An C.S. 0

n— o0
Demostracion. Veremos dos situaciones:
1. variable discreta con nimero finito de valores
2. caso general
En cada situacién se consideran
= sucesion de variables (X1,...,X,,...)

= sucesion particular w = (z1,...,2Zp,...)



Caso discreto finito
X toma valores xj, j € {1,...,k}, con zj; < j41.

F y F, escalonadas = A, (w) = max |F,(z;,w) — F(z;)]|
J

k
Vj, sea A; = {w | lim F,(z;,w) = F(x;)}. Sea A= ("] A;.

Fo(zj) =2 Z_T(x]) = Prj4;]=1 = Pr[4] =1

n—oo
weA = weA; = Vedn; Vn>nj., |F(z;,w)— F(z;)| <e

n
w€A = Vedn, = méfcnj’EVn >negAp(w) <€
=

— PrlimA, =0=1 = A, =230
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Caso general
Sea k € N y considérense los cuantiles

Th = fnf{:z:

Sabemos que Vk e N V1<j<k

Fulorg) == Flawy) v Fa(ory) =22 F ()

n—oo

Sean

Ak,j = {UJ | h'an(xk’j,w) = F(.I‘k’])}

By ;= {w ‘ h'an(ac,;j,w) = F(x,;])}
k
CkzmAk)jﬂBk’j C= ﬂCk
Jj=1 keN
Entonces
VkVY j, Pr[Ag ;] = Pr[By ;] = Pr[Cy] = Pr[C] =1
Para cada w = (2, )nen € Q sea F,, la funcién de distribucién empirica asociada a (z1,...,z,) y sea
6% = mioc{|Fy (@) = Flaw)| |Fu (w7,) = F (a7, |}

luego

YweC, lim 6* =0
n—oo

Six € [wk,j, ) j41) entonces

luego



entonces

_ B 1 B L1
F, (%,gﬂ) F(xy,;) < Fy xk,j+1) + T F(xlw+1> <4, + T
_ 1 1
Falong) = F(7,01) 2 Falony) = Plawg) - 3 2 =0k —
gL R, L
_6n_E <Fn(x)_F(x)§6n+E

Por tanto, Vk e NVj e {l,...,k -1} Vo € (x4, Tk j+1)

[Fula) — F(a)| < 05+ 1

Queda ver qué ocurre en los extremos,
< Tk

=TTk

Si z < xp,1 entonces F(m;l) < % v
0< F,(x) <F, (x/;1>
0< F(zx) < F(x,:l)

Por definicién de 5,’3,

Six > xpp entonces F(zpy) =1y Fo(zpr) =1,
luego |F,,(z) — F(x)| =]1-1] =0.

Por tanto, Vx € R
1
|Fu(@) = F(@)| < 7 + %

luego Vw € C'
1
Ap(w) = sup|F,(z,w) — F(x)] < - + 55
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Iim 6% =0
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Para todo w € C

, , 1 e 1 , o 1
< < - = -
0 nhm Ap(w) hran . + 0, . + hrrln oy p

Como eso se verifica Vk € N,
lim A,(w)=0 YweC

n—roo

y como Pr[C] = 1 entonces

Interpretacion
= F(z) estd dentro de la banda F),(x) & € con probabilidad 1.

= Se puede estimar F' con precisién arbitraria siempre que se disponga de suficiente tamano muestral.



