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Notacidn

X poblacién; variable aleatoria X : Q — R.

X1, ...y Xn, ... sucesidon de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas como X

F(-) funcién de distribucién de X
Fn() funcién de distribucién empirica de Xi, ..., Xj

10
Fn(X) = E Z]l(—oo,x](xi)
i=1
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Notacidn

(GRSH . . . . .
—— convergencia casi seguro cuando n tiende a infinito:
n—0o0

Inferencia Estadistica Funcién de distribucién empirica 6 de octubre de 2021



Funcién de distribucién empirica

10
FH(X) = ; Z]l(—oo,x](xi)
i=1

n- Fp(x) ~ B(n,Pr[X < x]) = B(n, F(x))

Ley fuerte de los grandes nimeros: Vx € R, F,(x) —— F(x)

n—oo

Fo(x) — F(x) ¢

[ EG[I=F(x)] n—ro0

N(0,1)

T.CL: VxeR,

Lo mismo ocurre con Fn(x~) = lim Fy(t) y F(x~) = Pr[X < x].
t—x—
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Notacion

/A, distancia maxima en vertical entre dos funciones:

An = Doo(Fm F) = sup|Fn(X) - F(X)|
x€eR

AL

S
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Funciones de distribucidon

D <- "unif" # norm exp ...
X <- get (paste0 ("r", D)) (10) # 100 1000 ...
F <- get (paste0 ("p", D)) # tedrica

Fn <- ecdf (X) # empirica
plot (Fn)

plot (F, min(X), max(X), col=2, add=TRUE)

X <= sort (X) ; n <- length (X)

Dnl <- abs (F(X) - Fn(X))

Dn2 <- abs (F(X) - c(0,Fn(X[-nl)))

il <- which.max (Dnl) ; i2 <- which.max (Dn2)
I <- if (Dni1[i1] > Dn2[i2]) 1 else 2

i <- ¢c(i1,i2) [T] ; Xi <- X[i]

Yi <- ¢ (Fn(Xi), c(0,Fn(X))[i]) [I]

arrows (Xi, F(Xi), Xi, Yi, code=3, col=3)

A
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Teorema (fundamental de la estadistica o de Glivenco y Canteli)
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Lema

Sean Aj, Ay, ... sucesos con Pr[A;] =1Vi
Entonces Pr[); Ai] = 1.

Pr[ﬂA; :1—Pr[UA,C >1-) PriAf]=1-) 0=1

N,
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Teorema (fundamental de la estadistica o de Glivenco y Canteli)

c.s.
A, ——0
n—o00

| \

Demostracion.

Veremos dos situaciones:
@ variable discreta con ndmero finito de valores
@ caso general

En cada situacién se consideran
@ sucesi6n de variables (Xi,..., Xp,...)

@ sucesion particular w = (x1,...,Xp, ... )

.
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Caso discreto finito

X toma valores x;, j € {1,...,k}, con xj < Xjy1.
Fy Fy escalonadas = Ap(w) = méax |Fn(xj, w) — F(X;)]
J

k
Vj, sea Aj = {w | lim Fa(xj,w) = F(x)}. Sea A= (") A;.
j=1

Fa(x) —— F(x) = Pr{A] =1 = Pr[A]=1
weEA = we A = Vedn; Vn>nj, |Fa(xj,w) — F(x;)| <e

n
w€EA — Vedn, = mélan-,GVn > ne, Ap(w) < €
J:

— PrlimA,=01=1 = A, —-0
n—oo
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Caso general

Sea k € N y considérense los cuantiles

ka:fnf{x F(X)Zi} j=1,..k

M3ds adelante se usara que

F(Xk_,j-i-l) < F(xxy) +%

Se verd ahora la interpretacién gréfica de esa férmula para ilustrar los xy ;.
v
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Caso continuo.
A
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Caso continuo.
A

T o oo oo _______
F(x)
" -
J% ”””””””””””””””” ‘ F<Xk,j+1> = F(xkj+1)
A l
x | |
0 Xk, j Xk j+1 )
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Caso continuo.
A
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Caso continuo.
A

1.
F(x)
1 — 1
Ser ‘ F<Xk,j+1> =%+tx
O 1
K 1 1
0 Xk, j Xk j+1 )
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Caso continuo.
A

R
F(x)
j+1 -
JT 777777777777777777777777777777 ‘ F<Xk,_j+1> -
1 1
il | = F(xk ) + %
k | |
0 Xk j Xk j+1 -
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Caso continuo.
A

T
F(x)
ji+1 _
SRR L RS ‘ F<Xk,j+1> <
| 1
il | < Flxkg) + %
x | |
0 Xk.j X j+1 g
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Caso discreto (sin coincidencia).

y
- - -o—
.—
.—
F(Xk’_,) ,,,,,,,,,, o——
0 Xk,J "
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Caso discreto (sin coincidencia).

1‘ ——————————————————————————————————————— *—
*
)t R {
-
HCN) N SRR *————
0 Xk j "
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Caso discreto (sin coincidencia).

1‘ ——————————————————————————————————————— *—
A L LLEL L ~—
- {
-
O | S ~—
0 Xk j Xk j+1 )
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Caso discreto (sin coincidencia).

A
- - -o—
L ~—
L 4
0| —
F(Xk’j) ,,,,,,,,,, o——
0 Tt Xk Xk j+1
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Caso discreto (sin coincidencia).

A
- - -o—
L ~—
FOU)F = mmmmmmmmmm e
Flga)l A
F(Xk’j) ffffffffff o—— F(Xk_,j—i-l) SF(Xk’j)—f—%
0 Xk j Xk j+1 }
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Caso discreto (con coincidencia).

y
- - -o—
.—
.—
F(Xk’_,) ,,,,,,,,,, o——
0 Xk,J "
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Caso discreto (con coincidencia).

y
- - -o—
R -—
.—
F(Xk’_,) ,,,,,,,,,, o——
0 o Xk Xk j+1
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Caso discreto (con coincidencia).

y
- - -o—
L ~——
.—
F(Xk’_,) ,,,,,,,,,, o——
0 Tt Xk Xk j+1
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Caso discreto (con coincidencia).

A
- - -o—
L ~——
0| SO
F(Xk’j) ,,,,,,,,,, o——
0 Tt Xk Xk j+1
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Caso discreto (con coincidencia).

O e ~——

F (X/:,j+1) ******************** ~—

Fxkj) p--mmm---- -~

0 T Xk Xk,j+1
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Sabemos que VkeN V1< <k

Fo(xis) ——— FOxg) Y F"<X;J) " F(X’:J>

Sean
Arj = {w [ im Fa(xej ) = F(xk))}
Bij = {w ‘ lim F,,(xk_J,W> = F(’@')}
k
Go=()ANBk; C=[]C
=1 keN
Entonces

VkVJ, Pr[AkJ] == PI’[Bk’J‘] = Pr[Ck] = PI’[C] =1
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Para cada w = (xp)nen € Q2 sea F, la funcién de distribucién empirica
asociada a (xi,...,xp) y sea
Foes) = F (35|}

YweC, lim 6k =0
n—o0

5[1; = mJéX{|Fn(Xk,j) - F(XkJ)|’

luego

Si X € [Xkj, Xk j+1) entonces

Fa(xkj) < Fa(x) < Fp (Xk_,j+1>
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Falbsed) = F (Xan ) = Fal) = F) = Falia ) — Fk)

SF(Xk,J)SF(X;(_’J+1) ST - F<Xl<_,1+l> SF(X/(’J)—F

x|~

entonces
) _ 1 . 1
Fn (XkJ+1) — F(xj) < Fr (XkJJrl) T F<XkJ+1) <oty

_ 1
Fa(Xkj) — F<Xk,j+1) > Fn(xi) — F(xky) — = 2 — i =

1 1
6k — < Fa(x) = FO) S 65+
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Por tanto, Vk e NV j € {1,..., k — 1} VX € [Xkj, Xk j+1)

1
Falx) = FOI < 85+ 5

Queda ver qué ocurre en los extremos,
@ X < Xk,1

® X > Xk .k
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Si x < xi,1 entonces F(xk_l) <

(i)

— —F(xkjl) < Fa(x) = F(x) < Fn(xﬁl)
(42)

iy

Fn
F
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Si x > xi k entonces F(xx k) =1y Fp(xkk) =1,
luego |Fn(x) — F(x)|=|1—1|=0.

Por tanto, Vx € R )
IFalx) = F(X)| < 7 + 6%

luego Vw € C
1
Ap(w) = sup|Fa(x,w) — F(x)] < = + 65
x€R k
y
lim 6 =0
n—0o0
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Para todo w € C

[y

0 < lim An(w)gl'm;+5,’f:—+llm6§:—

n—o0

Como eso se verifica Vk € N,

lim Ap(w)=0 YweC

n—oo

y como Pr[C] = 1 entonces

| A\

Interpretacién
@ F(x) esta dentro de la banda F,(x) £ € con probabilidad 1.

@ Se puede estimar F con precisién arbitraria siempre que se disponga
de suficiente tamafio muestral. )
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