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o Uil para aproximar la distribucién exacta de un estadigrafo.

@ Se obtienen muchos valores aleatorios del estadigrafo.

@ Teorema GC garantiza que su ojiva empirica se aproxima
uniformemente a la tedrica.
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Generacién de seudoaleatorios ¢/(0, 1)
@ Paso basico en procedimientos de simulacién.
@ Implementada en casi todo lenguaje de programacién y calculadora.

@ R: runif(n); Octave: rand; Maxima: random(1.0); Python:
import random; random.random(); Common Lisp: (random 1.0);
Fortran: call random_number (r)

@ Algoritmo bdasico: generacién por congruencia

e m moddulo, a multiplicador, ¢ incremento, X semilla
(por ejemplo m = 232, a = 1664525, ¢ = 1013904 223,
https://es.wikipedia. org/wiki/Generador_lineal_congruencial)

e secuencia seudoaleatoria
Xit1 = [(a- X, + ¢) méd m]

e seudo porque puede reproducirse a partir de la semilla (en R, mediante
set.seed)

@ RNGkind en R informa o establece el algoritmo.
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Método de la ruleta (Montecarlo original)
para variables discretas finitas

@ Sea X que toma valores x1,...,x; con
i
PriX=z]=p; Pi=) m P=0
j=1

e Sea C; = [P_1, P;) luego (1, ..., C}) particién de [0,1) con
amplitud de C; = p;

o Algoritmo:

© Generar u segtin una U(0,1).
@ Si u € C; tomar x; como valor aleatorio de X.

@ En R se usan habitualmente rbinom, rpois, rgeomn, ...
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Método de la ruleta (ejemplo)

@ Sea X discreta que toma valores {1,1'5,3} con probabilidades

respectivas {3, %, 2}

@ Objetivo: generar muestra de tamafio n = 5 de X.

Q Partir el intervalo [0,1] en C; = [0,3], Co = (3, 2] y C3 = (2,1].

@ Generar 5 valores de una U/(0,1), por ejemplo
(0'08417384,0'62186518, 0'75045832, 0' 76283675, 0'29542565).

@ Clasificar los valores generados: (C1, Cy, Ca,Co, Cy).

© Trasformar las clases en valores de X: (1,1'5,1'5,1'5,1).

e En R:
U <- runif (5)
C <- cut (U, c(0, 1/2, 5/6, 1))
X <- ¢(1,1.5,3)[C]
o simplemente (TRUE significa con reposicion):
X <- sample (c(1,1.5,3), 5, TRUE, c(1/2,1/3,1/6))
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Método de la transformacidn inversa

@ Sea X continua con ojiva F.
o El método se basa en que F(z) ~U(0,1).

@ Algoritmo:

@ Generar u segtin una U(0, 1).
@ Tomar x = F~!(u) como valor aleatorio de X.

v

Ejemplo

X ~Exp(\) = F(x)=1—-¢e* conz>0

= Ffl(u):ﬁ con0<u<l

@ En R, se usan habitualmente rexp, rnorm, rgamma, rbeta, rchisq,
rt, rf.
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options (OutDec="’")
graf <- function (n)
{
plot (pexp, 0, 5, xlab="Exp(1)", ylab="U(0,1)", main=paste("n =",n))
X<-¢c O
for (i in 1:n)
{
u <- runif (1)
x <- gexp (w)
arrows (c(0,x), c(u,u), c(x,x), c(u,0), col=2)
X<-c (X, x
}
if (n>100)
{
d <- hist (X, breaks = sqrt(n), plot=FALSE)
lines (d$mids, d$density, col=3, lwd=3)
}
¥
pdf ("graf/montecarlo’ld.pdf", onefile=FALSE, width=10)
graf(1); graf(1); graf(1); graf(1)
graf (10); graf(10); graf(10)
graf (100)
graf (1000)
dev.off ()
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Método de Box y Muller
@ Sean U; y U; dos variables 2/(0, 1) independientes.

@ Sean

X = +/—2InUjcos(2nUs)
Y = /—2InU;sen(2nUs)

@ Entonces X y Y son N (0,1) independientes.

@ Disponible en R mediante RNGkind (normal .kind="Box-Muller")
pero por omisién se usa la transformacién inversa ®~! = gnorm.

Inferencia Estadistica Simulacién 17 de octubre de 2021 18 /54



Método de Box y Muller (ejemplo)
@ Objetivo: Generar una muestra de tamafo n de valores aleatorios de
una distribucién gausiana multivariante X ~ Ny(fi, X).
@ lterar n veces:
© Sean uy, ug, uz y ug valores U(0,1) independientes.

@ Sean

YL = \/Tnulcos(%ruz) Y3 = \/THU:;COS(QWM)
yo = /—21nu; sen(2mus) ya = \/—21Inuz sen(2muy)

© Box-Muller = (y1,92) ~ (y3,v4) ~N2(6,I)

Q w1, uz,u3,ug indep. = ¥ = (y1,Y2,Y3,v4)’ indep. y §~ N, (6, I)
© X matriz cov. = X def. positiva = X = UAU’, A diag. U ortog.
Q Sea & =i+ UA2§~Ny(ji,X) pues cov(Z) = UAzcov(f)A2U' = %
@ Entonces Z es un valor generado segiin la distribucién de X.

@ En R puede usarse: mvtnorm: : rmvnorm(n,mu,Sigma)
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Método de aceptacién y rechazo (intro: integracién de Montecarlo)

Objetivo: fol sen‘ %‘ dz
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Método de aceptacién y rechazo (intro: integracién de Montecarlo)

Objetivo: fol sen‘ %‘ dz

Integral: 0.771 {1000 puntos)
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5 no 1
Objetivo: fo sen‘%‘ dz

Integral: 0.77 (2000 puntos)
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N 1
Objetivo: fo sen‘g‘dx

Integral: 0.773 (3000 puntos)
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5 no 1
Objetivo: fo sen‘%‘ dz

Integral: 0.7737500000000001 (4000 puntos)
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Método de aceptacién y rechazo (intro: integracién de Montecarlo)

N 1
Objetivo: fo sen‘g‘dx
Integral: 0.7779 (10000 puntos)
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Método de aceptacién y rechazo (intro: integracién de Montecarlo)

Objetivo: fol sen‘ %‘ dz

Integral: 0.776 (Z5000 puntos)
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Método de aceptacién y rechazo (intro: simple)

Objetivo: generar aleatorios segiin f(x) sen‘%‘]l(o,l)(az)

Meru
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Histogram - 0 x
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v
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étodo de aceptacion y rechazo (intro: simple)

Objetivo: generar aleatorios segiin f(x) sen‘%‘]l(o,l)(x)

1000 puntos generados, 657 aceptados [65%)
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odo de aceptacién y rechazo (intro: simple)

Objetivo: generar aleatorios segiin f(x) sen‘%‘]l(o,l)(x)

2000 puntos generados, 1289 aceptados (64%)
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Método de aceptacién y rechazo (intro: simple)

Objetivo: generar aleatorios segiin f(x) sen‘%‘]l(o,l)(x)

3000 puntos generados, 1966 aceptados (65%)
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Método de aceptacién y rechazo (intro: simple)

Objetivo: generar aleatorios segiin f(x) sen‘%‘]l(o,l)(x)

4000 puntos generados, 2646 aceptados (66%)
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todo de aceptacién y rechazo (intro: simple)

Objetivo: generar aleatorios segiin f(x) sen‘%‘]l(o,l)(x)

10000 puntos generados, 6584 aceptados (65%)
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odo de aceptacién y rechazo (intro: simple)

Objetivo: generar aleatorios segiin f(x) sen‘%‘]l(o,l)(x)

20000 puntos generados, 13335 aceptados (66%)
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Método de aceptacién y rechazo
(simple)

0'6

@ Sea X continua con densidad f
con soporte acotado [a, b].
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Método de aceptacién y rechazo
(simple)

0'6

@ Sea X continua con densidad f
con soporte acotado [a, b].

@ Sea C tal que f < C.
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Método de aceptacién y rechazo
(simple)
@ Sea X continua con densidad f
con soporte acotado [a, b].
@ Sea C tal que f < C.
o Algoritmo:
a partir de U(a, b).
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Método de aceptacién y rechazo
(simple)
@ Sea X continua con densidad f
con soporte acotado [a, b].
@ Sea C tal que f < C.
o Algoritmo:
© Generar z a partir de U(a, b).
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Método de aceptacién y rechazo
(simple)

@ Sea X continua con densidad f
con soporte acotado [a, b].

@ Sea C tal que f < C.

o Algoritmo:

© Generar z a partir de U(a, b).
seglin

U(,C).
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Método de aceptacién y rechazo
(simple)

@ Sea X continua con densidad f
con soporte acotado [a, b].

@ Sea C tal que f < C.

o Algoritmo:

© Generar z a partir de U(a, b).
© Sea u generado seglin

U(0,C).
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Método de aceptacién y rechazo
(simple)

@ Sea X continua con densidad f
con soporte acotado |[a, b].

@ Sea C tal que f < C.
e Algoritmo:

© Generar z a partir de U(a, b).

@ Sea u generado seglin
Uuo,C).

© Siu < f(z) tomar 2 como
valor de X. Si no, volver a 5 0 5
empezar. |
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Método de aceptacién y rechazo
(simple)

@ Sea X continua con densidad f
con soporte acotado [a, b].

@ Sea C tal que f < C.
o Algoritmo:

© Generar z a partir de U(a, b).

© Sea u generado seglin
U, C).

© Siu < f(z) tomar 2 como
valor de X. Si no, volver a
empezar.
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Método de aceptacién y rechazo
(simple)
@ Sea X continua con densidad f
con soporte acotado [a, b].
@ Sea C tal que f < C.
o Algoritmo:
a partir de U(a, b).
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Método de aceptacién y rechazo
(simple)
@ Sea X continua con densidad f
con soporte acotado [a, b].
@ Sea C tal que f < C.
o Algoritmo:
© Generar z a partir de U(a, b).
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Método de aceptacién y rechazo
(simple)

@ Sea X continua con densidad f
con soporte acotado [a, b].

@ Sea C tal que f < C.

o Algoritmo:

© Generar z a partir de U(a, b).
seglin

U(,C).
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Método de aceptacién y rechazo
(simple)

@ Sea X continua con densidad f
con soporte acotado [a, b].

@ Sea C tal que f < C.

o Algoritmo:

© Generar z a partir de U(a, b).
© Sea u generado seglin

U(0,C).
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Método de aceptacién y rechazo
(simple)

@ Sea X continua con densidad f
con soporte acotado [a, b].
@ Sea C tal que f < C.
o Algoritmo:
© Generar z a partir de U(a, b).
© Sea u generado seglin
U, C).
© Siu < f(z) tomar x como
valor de X. Si no, volver a
empezar.
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Método de aceptacién y rechazo (simple)

f.tri <- function (x, a) # densidad triangular en [-a,+a]

1/a”2 * ((a - x) * (x >=0) * (x < a) +
(a+x) * (x< 0) x (x> -a))

AR <- function (n, f, a, b, cota) { # método acepta/rechaza

3

muestra <- numeric(n)
i<-1
while (i <= n) {
x <- runif (1, a, b); y <~ runif (1, 0, cota)
if (y <= £(x)) {
muestral[i] <- x
i<-1i+1

}

muestra

muestra <- AR (1e5, function (x) f.tri (x, 2), -2, +2, 1/2)
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Objetivo: generar aleatorios segiin f(x) sen‘%‘]l(o,l)(az)

o
(8] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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ptacién y rechazo (intro: simple)

Objetivo: generar aleatorios segiin f(x) sen‘%‘]l(m)(aj)

1000 puntos generados, 823 aceptados (82%)
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y rechazo (intro: simple)

Objetivo: generar aleatorios segiin f(x) sen‘%‘]l(m)(aj)

2000 puntos generados, 1666 aceptados (83%)
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do de aceptacién y rechazo

Objetivo: generar aleatorios segiin f(x) sen‘%‘]l(m)(aj)

3000 puntos generados, 2912 aceptados (83%)
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do de aceptacién y rechazo

Objetivo: generar aleatorios segiin f(x) sen‘%‘]l(m)(aj)

4000 puntos generados, 3394 aceptados (83%)
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do de aceptacidn y rechazo (intro: simple)

Objetivo: generar aleatorios segiin f(x) sen‘%‘]l(m)(aj)

10000 puntos generados, 8226 aceptados (32Z%)
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Método de aceptacidn y rechazo
(general)

@ Sea X continua con densidad f.

@ Sea Y con densidad g, tal que es
facil generar seudoaleatorios de
Y y existe C' tal que f < C - g.

e Algoritmo:

@ Generar y a partir de g.

@ Generar u a partir de
U,C - g(y)).

© Siu < f(y) tomar y como
valor de X. Si no, volver a
empezar.
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Método de aceptacidn y rechazo
(general)

@ Sea X continua con densidad f.

@ Sea Y con densidad g, tal que es
facil generar seudoaleatorios de
Y y existe C' tal que f < C - g.

e Algoritmo:

@ Generar y a partir de g.

@ Generar u a partir de
U,C - g(y)).

© Siu < f(y) tomar y como
valor de X. Si no, volver a
empezar.
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Método de aceptacidn y rechazo
(general)

@ Sea X continua con densidad f.

@ Sea Y con densidad g, tal que es
facil generar seudoaleatorios de
Y y existe C' tal que f < C - g.

e Algoritmo:

@ Generar y a partir de g.

@ Generar u a partir de
U,C - g(y)).

© Siu < f(y) tomar y como
valor de X. Si no, volver a
empezar.
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Método de aceptacidn y rechazo
(general)

@ Sea X continua con densidad f.

@ Sea Y con densidad g, tal que es
facil generar seudoaleatorios de
Y y existe C' tal que f < C - g.

e Algoritmo:

@ Generar y a partir de g.

@ Generar u a partir de
U,C - g(y)).

© Siu < f(y) tomar y como
valor de X. Si no, volver a
empezar.
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Método de aceptacidn y rechazo
(general)

@ Sea X continua con densidad f.

@ Sea Y con densidad g, tal que es
facil generar seudoaleatorios de
Y y existe C' tal que f < C - g.

e Algoritmo:

@ Generar y a partir de g.

@ Generar u a partir de
U,C - g(y)).

© Siu < f(y) tomar y como
valor de X. Si no, volver a
empezar.
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Método de A/R: otro ejemplo

_ g2
° X ~N(0,1) = fx(z) = =e2 Fx noinvertible

o fx campaniforme con maximo o

geno

o r¢[-11] = 2% > o] = fx() < eT

o Vzx e R, fx(x) < h(x) con

h(z) =13 V2"

o [12h(x)dr = \/2(2e73 +1) ~ 1765767 = C < oo

@ Sea Y la variable auxiliar con densidad g = %
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Método de A/R: otro ejemplo

o existe inversa H ! de la acumulada de h, H(z) = [*_ h, para

aplicar el método de la transformacién inversa con 0 < y < C
111(%2/2) si0<y < %
H ' (y) = y\/ﬁ—%—l Si\/%<y<\/%—l—\/g
—2In(1+ % - y/5) si\/%+\/%<y<(%+1)\/%

@ alternativamente, existe inversa G~ ! de la acumulada de g,

G(z) = ffoo g, para aplicar el mismo método con 0 < y < 1

2nfy(2+ &) - 1 L
Gy = 23/—1—1—4@\}2 si 2+1\f y < ?i;
21n(2\[2y y+1) si ﬁi;<y<l
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Obtencién de G~! con Maxima (Ginversa.mac)

f(x) := 1/sqrt(2x%pi) * %e~(-x"2/2) $ /* £ <h x/
h1(x) := 1/sqrt(2xpi) * %e”(x/2) $ /x x < -1 x/
h2(x) := 1/sqrt(2x%pi) $ /*x —-1<x<1 */
h3(x) := 1/sqrt(2x%pi) * %e~(-x/2) $§ /*x x < -1 */
h(x) := if x<-1 then gil(x)

elseif x<=1 then g2(x) else g3(x) $

/% plot2d (h(x), [x,-3,+3]1) $ */
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Obtencién de G~' con Maxima (Ginversa.mac)

H1(x) := integrate (hi1(t), t, -inf, x) $

H2(x) := H1(-1) + integrate (h2(t), t, -1, x) $

H3(x) := H2(+1) + integrate (h3(t), t, +1, x) $

© : H3(inf) $ /* aprox. 1,765767458879439 */
G1(x) := H1(x)/C $ G2(x) := H2(x)/C $ G3(x) := H3(x)/C

G(x)

if x<-1 then G1(x)
elseif x<=1 then G2(x) else G3(x) $
plot2d (G(x), [x,-5,+5]1) $

G_1(y) := rhs (solve (Gi(x)=y, x) [1]) $ /* G1 inversa */
G_2(y) := rhs (solve (G2(x)=y, x) [1]) $

G_3(y) := rhs (solve (G3(x)=y, x) [1]) $

G_(y)  := if y<G(-1) then G_1(y)

elseif y<=G(+1) then G_2(y) else G_3(y) $
Ginv(y) G_(y) $ /* inversa definida en [0;1] */
plot2d (Ginv(y), [y,0.001,0.999]) $

v
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Obtencién de G~! con Maxima (Ginversa.mac)

Sesién normal con display2d:true

(%i32) G(-1), ratsimp;
sqrt (%e)

%032) e

%e + 2 sqrt(%e)
(%i33) G(+1), ratsimp;

%e + sqrt(%e)
%033) e

%e + 2 sqrt(%e)
(%i34) G_1(y), ratsimp;
(%034) 2 log(sqrt(%e) y + 2 y) - 1
(%i35) G_2(y), ratsimp;

sqrt(e) (2 y - 1) + 4y - 2

(%035)
sqrt (%e)
(%136) G_3(y), ratsimp;
sqrt (%e)
(%036) 2 log(- )

2y + sqrt(fe) (y - 1) - 2
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Obtencién de G~! con Maxima (Ginversa.mac)

Sesién con displa2d:false para usar las expresiones con R

(%i65) display2d : false $

(%i56) G(-1), ratsimp ;

(%056) sqrt (%e)/ (he+2*sqrt (%e))

(%i57) G(1), ratsimp ;

(%o57) (%hetsqrt(%e))/ (het2xsqrt (%e))
(%i58) G_1(y), ratsimp ;

(%058) 2xlog(sqrt (%e)*y+2xy)-1

(%159) G_2(y), ratsimp ;

(%059) (sqrt (%e)*(2xy-1)+4xy-2) /sqrt (%e)
(%160) G_3(y), ratsimp ;

(%060) 2*log(-sqrt(%e)/(2xy+sqrt (%e)*(y-1)-2))

Para evitar sustituir las %e se puede usar fortran :

(%i61) fortran (ratsimp (G_3(y))) $
2*log(-exp(1.0E+0/2.0E+0) / (2*y+exp(1.0E+0/2.0E+0)* (y-1)-2))
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Obtencién de G~! con Maxima (Ginversa.mac)

Sesién con tex para la presentacion en PDFIATEX

(%163) tex(ratsimp(G(-1))) $

$${{\sqrt{e}}\over{e+2\,\sqrt{e}}}$$

(%164) tex(ratsimp(G(1))) $

$${{e+\sqrt{e}}\over{e+2\,\sqrt{e}}}$$

(%165) tex(ratsimp(G_1(y))) $

$$2\,\log \left(\sqrt{e}\,y+2\,y\right)-1$$

(%166) tex(ratsimp(G_2(y))) $

$${{\sqrt{e}\,\left (2\,y-1\right)+4\,y-2}\over{\sqrt{e}}}$$

(%i67) tex(ratsimp(G_3(y))) $

$8$2\,\log \left(-{{\sqrt{e}}\over{2\,y+\sqrt{e}\,\left(y-1\right)-2}}
\right)$$ )
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Obtencién de G~' con Maxima (Ginversa.mac)

Sesién con tex para la presentacién en PDFIATEX

Gi'(y) =2log(Vey +2y) — 1

)
2y+ve(y—1)-2

G3—1 =2 log(f
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Obtencién de H~! con Maxima

logcontract (solve (H1(x)=y, x)) ;
expand (solve (H2(x)=y, x)) ;
solve (rootscontract (ratsimp (H3(x))) =y, x);
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Método de aceptacion y rechazo (demostracién 1)

@ Sea X' = (Y | aceptacién) y su densidad
., Pr[aceptacién | Y = z] - g(x)
’ = Y = t —
fxo(@) = @ | aceptacién) Pr[aceptacion]
e Como
Pr[aceptacién] = /Pr[aceptacién Y =vy|g(y)dy
f() 1
= 9(y)dy = =
/ C-g(y) 2 ¢
@ se tiene
f(z)
o - 9(@)
fxr(@) = f(Y = o | aceptacién) = <LE_"2 — f(a)
C
@ luego X’ tiene la misma distribucién que X
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Método de aceptacién y rechazo (demostracién 2)
@ Sea X' = (Y | aceptacién) y su funcién de distribucidn

Prlaceptacion NY < z]

Fxi(xz) = Pr[Y < x| aceptacién] = Pr[aceptacion]

@ Sean (U |Y =y) ~U(0,C -g(y)) y aceptaC|on ="U< f(y)"

Pr[aceptacionNY < = / / foy(u,y)du dy =

// fuy—y(®) dudy—/ /f(y) o du gly) dy =
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