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suficiencia o exhaustividad de un estadigrafo

= X poblacion, X — Fy, 8 € ©

—

» X =(Xy,...,X,) muestra

» T =T(X) estadigrafo

= en la muestra X puede haber informacién irrelevante para estimar 6
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= por ejemplo, si X < B(p), para estimar p es irrelevante el orden de éxitos y fracasos; sélo son relevantes sus frecuencias

= se pretende que un estadigrafo conserve toda la informacién relevante de X para estimar 6

1.1. ejemplo

» considerar el lanzamiento de una moneda tres veces, en el que se obtiene la muestra (cara, cruz, cruz)

» se pretende estimar p = Pr(cara)

= ;es relevante el orden una vez que se sabe el recuento (cara: 1, cruz: 2)?



= 10, porque entonces la probabilidad de la muestra ya no depende de p:

Pr(cara,cruz,cruz)  p(l1—p)? 1
Pr[cara,cruz,cruz | (cara: 1,cruz: 2)] = Pr(cara: 1, cruz: 9) = 39— p)? =3

= ¢l recuento es suficiente: conserva por completo la informaciéon relevante

1.2. definicién
= Un estadigrafo T es exhaustivo o suficiente para estimar 6 si la distribucion de X condicionada a T =t no depende
de 6.
1.3. teorema de factorizacion
1.3.1. enunciado

= T es exhaustivo si y sblo si existen g y h tales que

con t = T'(Z).

1.3.2. demostraciéon (caso discreto)

(=) Por un lado, f(#,0) = f(£,0 | T =t)- fr(t,0). Por otro, si T es suficiente entonces f(Z,6 | T = t) no depende de 0 y
basta tomar g(t,0) = fr(t,0) = > r@ = f(Z,0) y h(F) = f(2,0]T=T(z))

(<) Sea f(#,0) = g(t,0) - h(Z) con t = T(Z). Sea Ay = {Z | T(Z) = t}. Entonces

0
f[Z0|T=1t)= {f(fﬁ) 1(@.0) JT@ONhE) _ _ __gWOMD __ _ MO pg) =y
f( ) deAt f(y7 ) Zg‘eAt ( ( ) )h(y) deAt (t 9) h( ) deAt h(lj)

que no depende de 6, luego T es suficiente para 6.

1.3.3. EXTRA caso general
= véanse
e ¢jemplos primero y sexto de [condicionamiento como desintegracion

e capitulo 2.6 Characterization of sufficiency de Testing statistical hypotheses, second edition de E.L. Lehmann
e suplemento IV, pag. 550 de Fstadistica matemdtica de A.A. Borovkov, KP 519B 3 en la biblioteca

= si el soporte de X depende de 6,

e Sufficient statistics and intrinsic accuracy, seccién 4

e sea X con soporte (0,6); si T' no involucra ¢, es obvio que al fijar 7' = ¢ la distribucién del méaximo X, tiene
que depender de 6, a menos que 7" sea X(,) o una funcion suya; asi, si existe un estadigrafo suficiente tiene que
ser funcion solo de X,

1.4. demostracion de no exhaustividad/suficiencia
» Sean dos muestras & = (z1,...,Zn) ¥ ¥ = (Y1, ..,Yn) tales que T'(¥) = T'(¥).

. Sif E"’f. 0% depende de 6, T no es exhaustivo.

= Si lo fuera,

no dependeria de 6.


http://www.stat.yale.edu/~jtc5/papers/ConditioningAsDisintegration.pdf
https://www.cambridge.org/core/journals/mathematical-proceedings-of-the-cambridge-philosophical-society/article/sufficient-statistics-and-intrinsic-accuracy/6A3E45FB1C423F3F684308F8910D6919

1.5. ejemplos
1.5.1. suficiencia normal

= X, la propia muestra, es trivialmente un estadigrafo exhaustivo

. X ()= (X (1)s - X (n)), la muestra ordenada, es exhaustivo en muestreo aleatorio simple

X <= U(0,0] = X es suficiente para 0

e (sean || los [corchetes de Iverson)
o f(Z,0) = T}y glai < 0] = galr) < 0] = g(t,0)h(T) con t =2, y h(-) =1

e |hay dificultades al condicionar a sucesos con probabilidad nulal

X < N(u,0), o conocida = T =X = %Z?:l X; es exhaustivo para pu

X < N(u,0), p conocida = T = %Z?:l(X’i — p)? es exhaustivo para o

)
(1, 0)

» X < N(u,0), o conocida = X2 no es suficiente para u
(1, 0)

» X < N(u,0), py o desconocidas = X, S? es exhaustivo para (u, o)

1.5.2. EXTRA suficiencia parcial

» X < N(u,0), py o desconocidas = S? no es suficiente para o
» X < N(u,0), uy o desconocidas = X jes suficiente para u?

e segun la definicién de suficiencia:
f_gaus(x,mu,sigma) := 1/sigma/sqrt(2xYpi)*e~(-(x-mu)~2/2/sigma~2) $
f_gaus_muestra(X,mu,sigma) := apply("*", f_gaus(X,mu,sigma)) $
f_gaus_media(xmedia,mu,sigma,n) := f_gaus(xmedia,mu,sigma/sqrt(n)) $
media(X) := apply ("+", X) / length(X) $
f_gaus_cond(X,mu,sigma,t) :=
f_gaus_muestra(X,mu,sigma) / f_gaus_media(t,mu,sigma,length(X)) $
n: 10 $
X : makelist (x[i], i, 1, n) $
freeof (mu, ratsimp(f_gaus_cond (X, mu, sigma, media(X)))) ; /* true x/

e pero X — N (,u, ﬁ) luego la muestra incluye més informacién sobre i a través de la dispersion S?
e cjercicio 36 del capitulo 3, pag. 122, de Testing statistical hypotheses, second edition de E.L. Lehmann

o T es parcialmente suficiente para p si
o f(Z,u,0 | T =t) no depende de p
¢ la distribucién de T no depende de o

o X no es parcialmente suficiente para u

e cjemplo 2.1 de https://www.jstor.org/stable/1403095: el estadigrafo (parcialmente) suficiente para p es
(X,5%)

1.6. estadigrafo minimamente exhaustivo / estadistico suficiente minimal
» un estadigrafo T induce una particion ¢ del espacio X (2)", de forma que ¥ ~ § <= T(Z) = T(¥)
= una particién es suficiente si induce un estadigrafo suficiente
= una particiéon es suficiente minimal si es suficiente y cualquier otra particién suficiente es un refinamiento suyo

= un estadigrafo es suficiente minimal si induce una particién suficiente minimal


https://arxiv.org/pdf/math/9205211.pdf
https://www.jstor.org/stable/1403095

= la particiéon dada por la relacion

f(Z,0)
f(7,0)

T~y — no depende de 6
es suficiente minimal;

demostracién para el caso discreto:

e Sea T cualquier estadigrafo asociado a dicha particion. Sea &’ tal que T'(Z') = t. Entonces

PO L N (1) E

0 Y J@0) v, 169

no depende de 6, luego T es suficiente.

e Sea T’ otro estadigrafo suficiente y T'(#) = T'(¥') = ¢, es decir, ¥ y &' pertenecen al mismo elemento de la
particion asociada a T”. Entonces

= Y A f(f79)

f(&,0|T —t)—m

’ £(7,0)
— YN T,

f($79‘T _t)_ fT/(t’,H)

son independientes de 6 y su cociente

f(Z,0|T =t)  f(Z,0)

f@o|m=v)  f(@,0)
también, luego T(¥) = T(Z') y £ y &' pertenecen al mismo elemento de la particion asociada a T, luego la de T”
es un refinamiento de la de T'. Por tanto, 7' es minimamente suficiente.

= ejemplo
o X < Exp(\), T =", X;
o f(Z,N) = Nre A2 = \te=M = g(¢, \)h(Z) con h(Z) = 1, luego T es suficiente

e T es minimal suficiente porque

= n,—A> x;
; Exig _ Ale é L o AE T w) - AT@-T ()]
g: Ale— Yi

no depende de A sii T'(%) = T'(¥;)

2. la familia exponencial k-paramétrica

= incluye a la mayoria de distribuciones habituales

2.1. definiciéon

» una familia de distribuciones {Fj | §# € © C R*} pertenece a la familia exponencial k-paramétrica si

e ¢l soporte {Z | f(#,0)} no depende de 6
e existen D, Q1,...,Q, S, T1,..., T} tales que

— —

f(&,0) = exp | S(F) + D(0) + Y Q;(0)

Ay
—~
o



2.2. parametrizacion natural

= parametrizando 7; = Q;(6) se tiene la parametrizacién natural
F(&, ) = () h(T)e> 117

= ¢l espacio paramétrico natural es

H= {ﬁ : / h(z)e="Ti (@) gz < oo}
Rn

2.3. ejemplos

2.3.1. B(n,p) con n conocido, 0 <p <1

D
1—

- f(xvp) - (Z)px(l —p)nfx — (Z)(l _p)n (%)I _ (Z)(l _p)nexln—p

» parametro natural n = In 1%7

= f(z,n) = (Z) (1+i*n>nem

2.3.2. ~v(p,a), p,a>0

_ aP _—ax,.p—1 _ a? 1 _—azx+plnzx
- f(m7p7 a) - F(p)e Z - F(p) ze
= Py a son parametros naturales, con 71 = —x y 1o = lnx
2.3.3. Poisson(\), A >0
=AM 1 A zlnA
o f(x,A) = e "oy = e et
» 7 =1In\ es parametro natural
2.3.4. N(u,0)
(x—u)z z2+,u,272p,a: 2 1272;1,1 u2 22 1 ©
— 1 o — L T 1l 3. a2 — 1 oozt
= 20 = 20 = 20 20 — 20
" f(CC,ILL,O') o 27re o 27re 0'\/27re € O’\/27Te €

= parametros naturales 7, = %, =1

2.4. teorema

. sca X = ()21,...,)?”) una muestra obtenida del vector aleatorio X , perteneciente a la familia exponencial k-
paramétrica con densidad

k —
F(Z,7) = c()h(Z)e2i=1 1T
para los & con f(&,7) > 0;
» supongase que el espacio paramétrico natural H contiene un abierto de RF

= entonces W = (Wy,..., W) con W; =377 Ti(Z;) es minimamente exhaustivo

= demostracién

e W es exhaustivo por el teorema de factorizacion: f(Z1, . .., &, 7) = c(i)" [T, h(fi)62§:1 5 L= Ti(@) — ¢ (pym [, h
. - ko
— (@ MH@) con HF) — [T, (@), w = Yy T(@), 9(6,7) — cli)yesim s
L (E)

e W es minimal suficiente pues Wi = Vr/y: <— 2" ¢s independiente de 7

f@m



)

) es independiente de 77; entonces
&

(<) sean i y y tales que

@u Hu

F(&,7)
I

SGE) _ HE) 5,3 w0
fhm  H)

que es independiente de 77 sii Wi= ng’, si no fuera asi, supéngase sin pérdida de generalidad que Wlf #* VVlyj
y
vij € H, Zm 5(@) = W;(@)] =0
7=1

%k

sean ahora 77 = (91,72, . . . ,nk) 7 = (ni+e€,m2, . .., n;) dentro de un abierto de H; entonces 0 = Zf 15 W (f)

— (Wi (Z) — Wi ()] + an W, (%) — (y:)] — e[W1(Z) — W1 (7)) # 0 y llegarfamos a una contradiccion;
neH = =0
(=) sean 7y i tales que W& = W entonces ; gg = g % e (Wi (@) —W; ()] — g % que es independiente de 77
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