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1. generalidades

1.1. definiciones

estimador estadigrafo T' = 6 que toma valores en el espacio paramétrico ©

estimacion valor t = T(Z) = é(f) = 0 que toma el estimador dada una muestra concreta &



1.2. propiedades deseables de un estimador

~

insesgadez E(T)=FE(0) =46
eficiencia minima varianza (cota de Fréchet, Cramér y Rao)
ECM error cuadratico medio, ECM(T) = E[(T — 0)?] = E[(T — E[T))?] + [E(T) — 6]?> = Var(T) + [sesgo(T)]?

. . P
consistencia 17,, —— 0
n—oo

2. método de los momentos
2.1. propiedades

= ¢l mas antiguo

= sencillo

m versatil

= puede dar valores fuera de ©

2.2. descripcion

= la distribucion de X depende de 8 = (01,...,0k)

= sean ag,...,q, momentos finitos de la poblacién X

Vi=1,...,r, 3gi, o =g(0)

= sean ai,...,a, momentos muestrales de ¥ extraida de X

= hallense las h despejando las ecuaciones

—

alﬁalzgl()

)

)

ar = O :gr(

2.3. ejemplo
» X 5 N(p,0) = p=oa1,02=as—af = j=72,62=s
» X > U(0,0)) = a1 = g — 6 = 2% que no es funcion del estadigrafo suficiente Xn)
» X 5 U(—0,0) = a1 =0,0% = Var(X) = % — 0 = V322 que no es funcion del estadigrafo suficiente
(X(1), X(n))
2.4. método delta

2.4.1. nombre

deriva del «método 6» de Dorfman 1938


https://www.researchgate.net/publication/254329376_Who_Invented_the_Delta_Method/

2.4.2. teorema
1. enunciado

» sea (Ty,)nen sucesion de estadigrafos muestreados a partir de X < Fy y tales que

T, —0 ~
— L, N(0,1) es decir T, = N <9, U)
% n—00 \/ﬁ
» sea g derivable con ¢'(6) #0VH € ©
= entonces
9(Tn) —9(0) _« , ~ g
7 N(0,1)  esdecir  g(T,) = N { g(0), —=1g'(6)]
Z1gO) o Vi

2. demostracién

= se sabe queXn£>X — an£>cX

= por tanto, Ty % N(0,1) = (T, — 0)yn % N(0,0) = (T, — 6)/n|d(0)] %

N (0,0lg'(0)])

= se sabe que

X = XUy, boex
Y, —c
Tw)—g(6) P
» basta probar Y,, = % — 4'(0)
= por definicién de derivada
T,) —g(0
Ve>0, 30,>0, |T,,—0]<d = ‘g(T)_‘Z()g’(G)‘ <e
luego
T,) —g(0
{weQ: |Th(w)—0] <b}C {weQ: ’w—g'(e)‘ <e}
luego
lim Pr { W - g’(&)‘ < e} > lfm Pr[|T}, — 0] < 6]

g g

> limPr [\/ﬁTn mld < \/50(51
o o

— Pr [yN(o, 1)] < \/Té]

> 1—¢€
tomando ng suficientemente grande
= por tanto
, 9(Ty) — g(0) /
luego
) 9(Tn) —9(0) _
T}Ln;oPr{ T 8 —g0)] <el =1
0 sea ) )
9g\in) —4g P /
0
T, 0 g (0)



2.4.3. ejemplo
» X — Exp())

= BX) =1 = ;\MM:%
] porTCL,TzX%N(@,ﬁ) con@z%yaz%

= sea g(z) =1 con ¢'(z) = —%

= entonces = 9(T) 5 N (9(0), Z1g'0)]) = N (9(}), %19/ (3)1) = N (Aﬁ

(3

## X = Exp(landa)

landa <- 2 # parAmetro

n <- 100 # tamaNo muestral

m <- 1le6 # tamaNo montecarlo

zita <- 1/landa # E(X)

sigma <- 1/landa # DT(X)

T <- mean # estadIgrafo T=N(zita,sigma/n)

g <- function (x) 1/x # estimador g(T) = N (landa, landa/ralz(n))

gprima <- function (x) -1/x"2 # g(T) = N (g(zita), sigma/n*abs(gprima(zita)))

gprima <- function (t) eval (D(expression(1/x),"x"), list(x=t)) # otra forma
d <- replicate (m, g(T(rexp(n,landa)))) # distribuciOn de g(T)

¢ (landa, mean(d)) # esperanza y media de montacarlo
¢ (landa/sqrt(n), sigma/n*abs(gprima(zita)), sd(d)) # desvIos tIpicos
plot (ecdf (d)) # ojiva empIrica
plot (function (x) pnorm (x, landa, landa/sqrt(n)), # ojiva asintOtica
min(d), max(d), col=2, add=TRUE) # por mEtodo delta
dev.new () # nueva ventana grAfica
plot (density (d)) # densidad estimada mediante "nUcleos"
plot (function (x) dnorm (x, landa, landa/sqrt(n)), # densidad asintOtica
min(d), max(d), col=2, add=TRUE) # por mEtodo delta

3. método de maxima verosimilitud

3.1. intro
3.1.1. ejemplo

= dos maquinas, A y B, fabrican tornillos
= la maquina A produce un 1% de tornillos defectuosos

» la maquina B produce un 8 % de tornillos defectuosos

= una caja contiene diez tornillos, dos de ellos defectuosos, fabricados todos por la misma maquinas

= ;qué maquina los fabric6?

» sea X|i = "ntmero de tornillos defectuosos entre diez tornillos fabricados en la méaquina 3"

» entonces X|A — B(10, ﬁ) vy X|B < B(10, %)

» Pr(X =2]|A) = dbinom(2, 10,,01) = 0,004152351 < 0,147807 = dbinom(2, 10,,08) = Pr(X =2 | B)



= la muestra de la caja es mucho mas verosimil si viene de B que si viene de A
= OJO: no estamos calculando Pr(A | X = 2) ni Pr(B | X = 2); para eso necesitariamos PrA y PrB y

aplicar la féormula de Bayes

3.1.2. definiciones
verosimilitud funcion de verosimilitud (likelihood en inglés) asociada a la muestra & de la poblacion X < Fy

es funcion de 0, pues 7 es fija

EMYV estimador maximo-verosimil de 6
Ony = argsup L(Z, 0)
0cO

luego )
L(Z,0ny) = L(Z,60) YOe€0O

logverosimilitud logaritmo de la verosimilitud, log L o In L; a menudo es mas sencillo y robusto maximizar la

logverosimilitud In L que directamente L

informante si la logverosimilitud es derivable, se define el informante (score)

u(f) = (;90 In L(Z, 0)

ecuacion de verosimilitud a menudo el EMV esté entre las soluciones de
u(@) =0

puede haber varios EMV

3.1.3. ejemplo (exponencial)
= X = tiempo de "vida" de cierto tipo de aparato
» X — Exp(0)

1. informacién completa
= calcula el EMV de 0 si se dispone de la duracién de n aparatos, es decir, una muestra £ de X

1
Tz

f(z,0) =0 % — L(Z,0) =0 L% — InL(Z,0) =nlnd—0> 2, = 0=u(d) = %IDL(f,Q) =

2. informacién censurada
= calcula el EMV de @ si se dispone de la duracién de n — r aparatos; de los otros r se sabe s6lo que

han durado un tiempo mayor que ¢y (por ejemplo, por un limite en la duraciéon del experimento)
F(@,0) = 0707, Pr(X > tg) = 1=F(to) = e — L(¥0) = e oxgnre 0 2i=l 7w = gn—re 0=l watrio)
= 1PL(f, 0) = (n—r)In0—-0(3 12 x+rte) = 0= 75—z +rto) = "5~ = Y] wy+rto

n—r

— Oy = ST e trto




3.1.4. ejemplo (bernuli)

X < B(l,p) = L(Z,p) =p==(1—p)" X% — InL(Zp) =S xlogp+ (n—S z;)ln(l —p) =
0= gInL(@p) = 22 + 55 — 28 =2k — (1-p) Vo =pn=Ya) = puv =5 =3
es decir, la proporcién de unos

3.1.5. ejemplo con verosimilitud no derivable

0 6<
T (no derivable) = el supremo se alcanza en

X S U0,0) = L(F0) = = I(ap < 0) = { :
g 0>

0= (li(n) — éMV = l’(n)

3.1.6. ejemplo EMV no tnico
X—=U@B,0+3) = f(#0)=310<z<0+3) = L(Z0) = 3:1(x4)—3 <6 <xq) = cualquier

valor entre X,y — 3y X(1) es EMV, por ejemplo T' = M
3.1.7. ejemplo sin solucién explicita
1 Y1
Y P\, X=<2 Y:2,m:Z;L:lI(Xj:i)Vizl,Z?)
3 Y>3

ng ns

— LT\ = (e 14+ \)™ (6‘*2*2) (1 —e? [1 A+ %D

No se puede encontrar una solucién explicita de la ecuacion de verosimilitud:

(%1i17) L(n1,n2,n3,landa) :=
(exp(-landa)*(1+landa)) nl *
(exp(-landa)*landa~2/2) "n2 *
(1-exp(-landa)*(1+landat+landa~2/2)) "n3 $

(%1i18) tex (diff (L(nl,n2,n3,landa), landa)) $

n _(A2 —a)e Tt A2 —A_ Y 219 —Ang—A\
O+D)™ (1= (A +a+1) e ) (<2+>7\L+1)e (A+1)e?) ]A2™2 e=Ana=An1 g

212
+ n
D)™ (1= (A 4a+1) ) 7272 (—ng—ny) e A2 A m
212
+ ,
A+t (1‘<§+A+1) e*A)n‘5 IA2"2 g emAn2—Am
2n2
+ n
()\_J,_l)"l (1_(/\272_;’_)\_;’_1) e—)\) 3 |)\‘2"2 na 21—ng e—/\ ng—Anjy
)

(%123) logexpand:all $

(%124) define (1nL(landa), log(L(n1,n2,n3,landa))) $

(%i25) define (u(landa), diff(lnL(landa),landa)) $ /* informante */

(%126) freeof (landa, rhs (solve (u(landa), landa) [1])) ; /* no puede despejar landa */
(%026) false

(%127) tex (u(landa)) $



2
((%—&—)\—&-1) e A —(A+1) e’A) ns
1—(%-1-/\-1-1) e~
Hay que recurrir a métodos numéricos:

u(A) =

2ny ny
+ B n2+ 1 ny

> L <- function(nl,n2,n3,landa) (exp(-landa)*(1l+landa)) "nl *
(exp(-landa)*landa~2/2) "n2 *
(1-exp(-landa)*(1+landa+landa~2/2)) "n3

> optimize (function (landa) L(3,3,4,landa), c(0,10), maximum=TRUE)

$maximum

[1] 2.342104

$objective
[1] 1.803925e-05

En este caso, la maximizacién directa de la verosimilitud no da problemas. Sin embargo, por robustez
numeérica (para que el producto de probabilidades no dé un cero numérico y la funcién quede plana) a menudo
es recomendable maximizar la logverosimilitud:

> optimize (function (landa) log(L(3,3,4,landa)), c(0,10), maximum=TRUE)

$maximum
[1] 2.342112

$objective
[1] -10.92296

3.1.8. ejemplo gausiano

X < N(p,0) = L(Z,p,0) = an\}gneﬁzm_uy = InL(Z p,0) = —nlno—nlnv2r—55; Y (z; — p)?
—
OZIDL(;L'M’U) = —% (i —p)2(—1) = Zwi:nu
0= BEBII) T L ()Y - = oPn=Y (i n)?
— iy = 25— g, 5%, = D@t 2

3.1.9. ejemplos triangular

1. beta escalada, densa cabe 6
X 5 0-821) = f=2%[r<0) = L=2"0"Na, <0 = ¥ >z, L =
nln2+Y Inz; —2nlnl = 839“91‘ = —28 <0 = L es decreciente
= EMV § = X,

2. beta escalada, densa cabe 0

s X - 60-8(1,2) = f= 2(1;%)I($<9) = L= %I(x(n) <0) = V0 >uzq),InL =

nln2+YIn(l-%)-nho = 2BL -3 & — =Yy = = {ozf’g;L =

-3
Z x;rig =n }

= EMV debe obtenerse numéricamente




3.2. propiedades
3.2.1. EMYV funcion del suficiente

= sea T estadigrafo suficiente
= sea 6 el tinico EMV
= entonces O es funcion de T

» demostracion: T suficiente = L(Z,0) = g(T'[Z],0)h(Z¥) = méxpco L(Z,0) = h(Z) méxpco 9(T'[7],0)
= Oy = argmixgee L(F,0) = arg méxgeo g(T[7], 0)

= si el EMV no es tnico, alguno puede no depender del suficiente:
e X = U(0,0+3) = VA€[0,1], \(X(n) —3) + (1 =) X(q) es EMV

y entonces ese EMV no es funcién sélo del estadigrafo

. . X2
e A puede ser aleatoria, por ejemplo A = <515,
1+X2

suficiente (X(l),X(n))
= el EMV puede no ser suficiente; ejemplo:

(X(l), X(n)) es suficiente

X
2

o X 5 U(0,20) = L(7,0) = =1 (”T’ <0< x(l)) —
Oy =

e Oyrv no es suficiente

3.2.2. equivarianza o invariancia funcional
» O es EMV de § = h(6) es EMV de h(f)

e h biyectiva
o sea n = h(f)
o fimv = argsup, L(Z, h=tn))
o Oyy = arg supy L(#,0) = h™(n) = Oy maximiza Lz h ) = h '(hmv) = Oy =
v = h(fuv)
e h cualquiera

o vy = h(é) maximiza la verosimilitud perfilada
L(Z,n) =sup {L(Z,0) | 0 € h™"(n)}

» por ejemplo, X < N(u,0) = o?\v =52 = Gyy =5

3.2.3. comportamiento asintético

1. condiciones de regularidad

a) 0 #6 = Fy # Fy; si no, no podrian distinguirse y el estimador no podria ser consistente
b) el soporte {z : f(z,0) > 0} no cambia (no depende de )

c) X es una muestra aleatoria simple de X — Fj,

d) el espacio paramétrico © es un intervalo abierto

e) Yz, f(x,0) es derivable dos veces respecto a 6

f) las integrales [ ‘8 Jgef .9) ‘ dx son finitas para ¢ = 1,2

2. teorema de consistencia



= si se cumplen las condiciones de regularidad, entonces existe una sucesiéon de raices de la ecuaciéon de
. 1. A . . A C.S.
verosimilitud, 6,,, fuertemente consistente, es decir, tal que 6, — 6,

3. teorema de eficiencia

a) enunciado: Si
= se cumplen las condiciones de regularidad

= existe w con % < K(z) siendo Ey|K(X)] < 00

entonces
» existe una sucesion de raices de la ecuacion de verosimilitud, 6,, consistente y asintéticamente

gausiana, es decir, (6, — 0g)+/nI(6o) L, N(0,1)

= cquivalentemente, con n grande 0, & N <90, TG ))
n 0

2
donde I(6) = Var (%&X’m) =F [(W) ] =—F (%) es la cantidad informacion de

Fisher que X contiene sobre 6.
b) demostracion:

dln L(zZ,0 o1 i0
- u(f) = 2nHED s | Olnfin)

- E[u(9)] = S, B ()

dln f(X,0 dln f(x,0 of(x,0 o x,0)dx £
" E( Jf;(e )> = /= g(g )f(x,H)dx:ff(;ﬁ) fée )f(x O)dx = [ f( Lig — ffée) :%

« Varfu(9)] — Var (S0, Z00) -5 v (UeI000) s g [(W)Q]
o [(W)Q] T (2E0) pw 0 [ (k22 2) s 0o

V]

af(x,0)\2 af(z,0

f‘f(zl,a)Q ( f((ae )) f(z,0)da = ffa;é’) ( f((ae )) dz

2 n 2 n x, n x

o B (FgR0Y — [ O f(a,0)de — [ G (ZED) f(w,0)de —
., 92 f (=, a)f( 0) af(z,0)\? 82f(z,8)f(x’9)7 af(z,0) 2
I8 (e ™5™ S 0)de = [ 2 f(x,e>2< ).t o) — [0 f(zﬂ)( =) e
af(z,0) af(2,0)\? af(z,0) 2

9?2 f :c9 02 [ f(=,0)dx 52

=/ _f(ﬂ 0)) = =L _f(f(a;ﬁ) dw&o%_f%dx

9f(x.0)
oy O f?z,9>> e~ [ (2t

» luego u(f) tiene esperanza y varianza finitas

= sea 0, una rafz de la ecuacion de verosimilitud, 0 = u(én)
= desarrollo de Taylor de u(6,) en torno a 6y: 0 = w(6,) = w(0o) + (6, — o)’ (6o) + (0, — 90)2u"2(0)
con 6 tal que |6 — 6| < |0, — o]

. 0= ) ; _ g 0) i _p —u(fo) B
0 — u(B0)+ (B —00) [t/ (00) + (On — 00)* 2| = Bu—00 i = Villa—t0)

N1 R U e e
— ~ 0 T W - AT
! (00)+(0n—00) Y40 #00) 4 (G, —6,) w70
—u(fo) . dln £(X;,0) .. )
= numerador /n—==: por el TCL, como === son i.i.d. con esperanza 0 y varianza I(f), se

tiene —y/m®%) — _ /n (}L S w( ) N (o, I(eo))
= denominador converge en probabilidad a I(6y):

o por la LFGN “(0) _ 15w %( —1(6o)



. . . ., . A P
e se sabe que existe sucesion de soluciones de la ecuacién de verosimilitud tal que 6,, — 8y —

0
"(0) 83 1n f(X;,0 aa 83 1n f(X;,0
o WO Ly ZRIGO| s |UO) Ly | BRI <L K(X)
% B[K(X)] = k < oo = con n grande, LSt K(XG) - k} < e = con n grande,
u//(é)

LS5 K(X;) <k+e = con n grande,

o (B, — )0 Loy
{00, 2, e

1 LS |
= I(6o) >0 = YO0 (G, ) 2D 1)

A L 1
« Va0, —00) 2 N (o, 1(90)>

¢) corolario: En las condiciones del teorema anterior, si la ecuacion de verosimilitud tiene una unica
rafz, ésta es el EMV y es consistente, asintéticamente eficiente y asinténticamente gausiano.

d) ejemplo
» X — Exp(0)
= el EMV es éMV = %
« la informacion de Fisher es —2 1519,;(1 0) _ =& lgg’;_gz) =%

= se verifican las condiciones de regularidad de F-C-R
03 f(x, 0) _ 93 In(9e—07) 2

063 003 E]
) . e _ Pfd) 2 _ 2
= considerando que el espacio paramétrico es © = (e, oo), entonces 0 > €y =3 <3

003
= por el teorema, \/n (% — 9) N N(0,0)

= aunque la acotacion de la tercera derivada no se verifica para cualquier 6 > 0, basta suponer en

la practica el € muy pequeno, o emplear directamente el método delta con g(x) = %:

= ademas,

e por el TCL, v/n(X )LN(O,,LL)COH,LL:%
o luego \/n (T - %) L0 4 N(0,0)
e) ejemplo
- X U(0,0)

» EMV 4, = X(n) cuya distribucion es

0 <0
FX(n) (33) = PI‘(X(n) < l’) = (%)n 0O<xz<0
1 x>0

E(X(n)) = nile — 0

Var(X) = (75 — w ) 0% = Grraplarpt® = 0

luego EMV consistente pero /n(X (n) — ) no converge a una ley gausiana pues

92

n2
n+2 (n+1)2>

e luego /n(X(,) — 0) tiende a una degenerada en cero, v/n(X,) — 0) ANy}
o directamente: V ¢ > 0, Pr[|y/n(X,) — 9)| <€ =Pr[yn(0— Xmy) < €] =

Pr X(n)>9—ﬁ] :1—FX(n)<0—ﬁ>:1— [e_ﬁ]n—1— [1—&}":

n2 62

e su varianza tiende a cero: Var[y/n(X(,) —0)] = ( PN o Ny

— 0

10



vn

3 4,n, \/E
€ \/ﬁ Vn>’r?0 o /9 n
1-— 1—— > 1—]e“"+§ — 1
0y/n %/—/1
N’ <
He—e/0<1 n
—0

o otramente, mediante la desigualdad de Markov: sea T' = /n(X(,) — 0); Pr[|T| < ¢] =
=1 9\?
Pr[T?<e? > 1- Eg?] 1 Var[T]E—;-EZ[T] —1_ Var[TH(an") " 1_0=1
= multiplicando por n en vez de por y/n se consigue que la varianza no se anule: Var[n(X,) — 0)]

_ nd _  nt 2 n3 62 2

- <n+2 (n+1)2> 0° = W rdn?+5ni2 0

X(n)—0
0/n

, , Xy —0
o limy, o0 Fx (-0 (z) = lim, Pr [ (9/)71, < x}

0/n

= considérese la convergencia en ley de

. Xy —0
e si x > 0 entonces Pr [ g/)n < az}

=1
-0

e sixzx < 0 entonces lim, Pr [Xg;)n < x} = lim,, Pr [X(n) < (% + 1)9}

— lfm,, Pr [ng <z 1} — (Y < U(0,1)) = lim,, Pr [¥[,) <
lim, (Pr[Y <2 +1])" = lim, (2+1)" = lim, (1+2)" =

X(ny—0 R P .
(9 /)n — —Exp(1) distribucion asintotica no gausiana

+1] =

z
n
T

11


https://es.wikipedia.org/wiki/Desigualdad_de_M%C3%A1rkov
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