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Esperanza

Sea ~ un vector aleatorio de dimensión p.

~ =





1
...
p





Denotemos su esperanza así:

~μ = E(~) =





E(1)
...

E(p)



 =





μ1
...
μp





μj = E(j), ∀ j = 1, ..., p



Matriz de varianzas-covarianzas

 = Cov(~) = E[(~ − ~μ) (~ − ~μ)′]

=









σ11 σ12 . . . σ1p
σ21 σ22 . . . σ2p

...
...

. . .
...

σp1 σp2 . . . σpp









É Varianza de j.

σjj = E[(j − μj)(j − μj)] = σ2j , j = 1, ..., p

É Covarianza de j, k.

σjk = E[(j − μj)(k − μk)] ∀j 6= k

σjk = 0⇐⇒ j y k son linealmente independientes

independencia =⇒
6⇐= independencia lineal



Transformaciones lineales

Sea A una matriz q × p de elementos fijos.
Se define una trasformación lineal de ~ como el
vector aleatorio ~y = A~:

~y = A~ =









11 12 . . . 1q
21 22 . . . 2q

...
...

. . .
...

q1 q2 . . . qp

















1
2
...
p









=











~′1
~′2
...
~′q











~

con ~′j = (j1, ..., jp) fila j de A.

yj = ~′j ~ =
p
∑

k=1

jkk, j = 1, ..., q



Esperanza de una transformación lineal

~y = A~ ⇐⇒ yj =
p
∑

k=1

jkk, j = 1, ..., q

E(yj) = E

� p
∑

k=1

jkk

�

=
p
∑

k=1

jkE(k) =
p
∑

k=1

jk μk = ~′j ~μ

Por tanto,
E(~y) = E(A~) = AE(~) = A ~μ



Covarianza de una transformación lineal

~y = A~ ⇐⇒ yj =
p
∑

k=1

jkk

Cov(~y) =









Cov(y1, y1) Cov(y1, y2) . . . Cov(y1, yq)
Cov(y2, y1) Cov(y2, y2) . . . Cov(y2, yq)

...
...

. . .
...

Cov(yq, y1) Cov(yq, y2) . . . Cov(yq, yq)









Cov(y, yj) = E[(y − E(y)) (yj − E(yj))]
= E[ ~′ (~ − ~μ) (~ − ~μ)

′ ~j]

= ~′E[(~ − ~μ) (~ − ~μ)
′] ~j

= ~′~j

=⇒ Cov(~y) = AA′



Proyecciones ortogonales

É Sea Ω un subespacio vectorial de Rn.
Entonces ∀ ~y ∈ Rn ∃ ~ ∈ Ω, ~ ∈ Ω⊥ únicos, ~y = ~ + ~.

É También ∃ una única matriz que verifica PΩ ~y = ~.
É PΩ = X(X′X)−1X′, donde X es una base de Ω.
É Es simétrica: P′Ω =

�

X(X′X)−1X′
�′ = X(X′X)−1X′ = PΩ

É Es idempotente:

PΩPΩ = X (X′ X)−1X′ X (X′ X)−1X′ = X (X′ X)−1X′ = PΩ

É Sea ~z ∈ Ω ⇐⇒ ~z = X ~ ∃~ por ser X base.

PΩ~z = X (X′ X)−1X′ X ~ = X ~ = ~z

É Sea ~ ∈ Ω⊥ ⇐⇒ ~z′ ~ = 0 ∀~z ∈ Ω =⇒ X′ ~ = 0

PΩ ~ = X (X′ X)−1X′ ~ = 0

É P proyecta todo ~y ∈ Rn ortogonalmente sobre Ω.



Matriz de proyección ortogonal

Sea A matriz simétrica e idempotente.
Sea ~ un vector propio de A.
É A~ = λ~ por ser ~ propio.
É A~ = AA~ = Aλ~ = λ2 ~ por ser A idempotente.
É λ ≥ 0 por ser A simétrica.

En consecuencia, λ ∈ {0,1}.

Sea A simétrica e idempotente de rango q. Entonces

A = UΔU′ con Δ diagonal y U′U = 

traza(A) = traza(UΔU′) = traza(ΔU′U) = traza(Δ) = q

ya que q es el número de valores propios no nulos de A.
Luego

traza(A) = rango(A)



Matriz de centrado H

É H =  − ~1(~1′~1)−1~1′ =  − 1
n
~1~1′

H~ =
�

 −
1

n
~1~1′

�

~ = ~ −
1

n
~1~1′ ~ = ~ − ̄ ~1 =









1 − ̄
2 − ̄

...
n − ̄









É HH = H

( − 1
n
~1~1′) ( − 1

n
~1~1′) =  − 1

n
~1~1′ − 1

n
~1~1′ + 1

n2
~1~1′~1~1′

=  − 1
n
~1~1′

É rango(H) = traza(H) = n − 1



Distribución gausiana p-dimensional

Si ~ = (1, ..., p)′ sigue una Np(~μ,),
con  definida positiva, entonces

É La función de densidad es:

ƒ (~) =
1

p

2π||
exp

�−1

2
(~ − ~μ)′−1(~ − ~μ)

�

É ~y = A ~, con Aq×p, sigue una Nq(A ~μ,AA′)

E(~y) = AE(~) = A ~μ Cov(~y) = ACov(~)A′ = AA′

É Si  es diagonal (σjk = 0 para j 6= k),
entonces todas las j son independientes entre sí.

É La distribución de j es N(μj, σjj), para j = 1, ..., p.



Distribución de la varianza muestral

É Si ~ ≡ Np(~μ, σ2) entonces

1

σ2
(~ − ~μ)′ (~ − ~μ) = ~z′ ~z ≡ χ2p

con ~z ≡ Np(~0, ).
É Si ~ ≡ Nn(μ~1, ) y H es la matriz de centrado,

entonces

n
∑

=1

( − ̄)2 = ~′H ~ ≡ χ2n−1



Distribución de la varianza muestral
É Si ~ ≡ Nn(μ~1, ) y H es la matriz de centrado,

entonces
n
∑

=1

( − ̄)2 = ~′H ~ ≡ χ2n−1

pues

n
∑

=1

( − ̄)2 =
n
∑

=1

[( − μ) − (̄ − μ)]2

=
n
∑

=1

(y − ȳ)2

= ~y′H ~y = ~y′UΔU′ ~y = ~zΔ~z

donde ~z = U′ ~y ≡ N(~0, ), ya que

Cov(~z) = U′Cov(~y)U = U′U = 



Distribución de la varianza muestral
Por ser H simétrica e idempotente de rango n − 1,
Δ es una matriz diagonal con n − 1 unos y un cero.

Δ =

















1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 0

















~z′Δ ~z =
n−1
∑

=1

z2 ≡ χ
2
n−1

Por tanto,
n
∑

=1

( − ̄)2 ≡ χ2n−1



Distribución de la varianza muestral

É Si ~ ≡ Nn(μ~1, ) y H es la matriz de centrado,
entonces

n
∑

=1

( − ̄)2 = ~′H ~ ≡ χ2n−1

É Si ~ ≡ Nn(μ~1, σ2), p.ej. m.a.s. de N(μ, σ2),

nS2

σ2
=
(n − 1) Ŝ2

σ2
=

∑n
=1( − ̄)

2

σ2
=

n
∑

=1

�

 − ̄

σ

�2

=
n
∑

=1

(y − ȳ)2 ≡ χ2n−1

con ~y = ~−μ~1
σ ≡ Nn(~0, )



Intervalo de confianza para σ2

É Sea ~ m.a.s. de  ≡ N(μ, σ2), μ y σ desconocidas
É nS2/σ2 ≡ χ2n−1 es una función pivote
É Sean  y b tales que

1 − α = P

�

 ≤
nS2

σ2
≤ b

�

= P

�

1


≥

σ2

nS2
≥
1

b

�

= P

�

1

b
≤

σ2

nS2
≤
1



�

= P

�

nS2

b
≤ σ2 ≤

nS2



�

luego
�

nS2

b , nS
2



�

es un i.c. para σ2 a nivel 1 − α.



Independencia entre media y varianza
Sea ~ ≡ N(~μ, ). Entonces ̄ es independiente de H ~,
pues

H ~ =









1 − ̄
2 − ̄

...
n − ̄









Cov(H~, ̄) = Cov
�

H~,
1

n
~′~1

�

= E
�

H(~ − ~μ)
1

n
(~ − ~μ)′~1

�

=
1

n
HE[(~ − ~μ) (~ − ~μ)′] ~1 =

1

n
H ~1 = ~0

Consecuencia: ̄ es independiente de toda g(H~),
en particular de

n
∑

=1

( − ̄)2 = ~′H′H~ = ~′HH~ = ~′H~



Intervalo de confianza para μ

É Sea ~ m.a.s. de  ≡ N(μ, σ2)
É ̄ ≡ N(μ, σ2/n)
É nS2/σ2 ≡ χ2n−1
É ̄ y S2 son independientes, luego

̄ − μ

S/
p
n − 1

=
̄ − μ

Ŝ/
p
n

=

̄ − μ

σ/
p
n

√

√

√(n − 1) Ŝ2/σ2

n − 1

≡
N(0,1)
È

χ2n−1
n−1

= tn−1



Intervalo de confianza para μ

É Considérese el pivote

̄ − μ

Ŝ/
p
n
≡ tn−1

É Sean  y b tales que

1 − α = P
�

 ≤
̄ − μ

Ŝ/
p
n
≤ b

�

= P

�

 Ŝ
p
n
≤ ̄ − μ ≤

b Ŝ
p
n

�

= P

�

̄ −
b Ŝ
p
n
≤ μ ≤ ̄ −

 Ŝ
p
n

�

luego
h

̄ − b Ŝp
n
, ̄ −  Ŝp

n

i

es un i.c. para μ a nivel 1− α.

É Habitualmente b = − luego i.c. = ̄ ± b Ŝp
n


