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Esperanza

Sea X un vector aleatorio de dimensién p.

X1

i
Il

Xp
Denotemos su esperanza asi:

E(x1) M1
g=ERX)= : =1 :
E(xp) Hp

Hi=EX;), Vj=1,...,p



Matriz de varianzas-covarianzas

Z=Cov(X)=E[(X—@) (X— )]

011 012 ... O1p
021 022 ... Op
opl Upz PR Upp

» Varianza de x;.
0 = E[OG— )0 —p)l=0f, j=1,...p
» Covarianza de Xx;, Xk.
Ojk = E[L(xj — ) (xk — k)] Vj#k
Ojk = 0 < X; y Xk son linealmente independientes

independencia z independencia lineal



Transformaciones lineales

Sea A una matriz g x p de elementos fijos.
Se define una trasformacion lineal de X como el
vector aleatorio y = AX:

a’
ai; a2 ... Qigqg X1 1

- . a1 Q22 ... Qzq X2 a’2 R

y=AX=| . ) ) = 7 IX
=/

con ajf = (aj1, ..., qjp) fila j de A.

p
yi= a'x = Z axk, j=1,...,9



Esperanza de una transformacién lineal

p
y=AX < yj=Zajkxk, j=1,...,q9
k=1

P p p
E(y;) = E(Z ajkxk) = > auE(x) = ) tjk Hk = ap
k=1 k=1 k=1

Por tanto,
E(Y)=E(AX)=AE(X)=A[



Covarianza de una transformacion lineal

o

J=AX < yj=Zaj/<Xk
k=1
Cov(y1,y1) Cov(yi,y2) ... Cov(yi, yq)
. Cov(y2,y1) Cov(yz,y2) ... Cov(yz yq)
Cov(y)= . . .. .
Cov(yq,y1) Cov(yq, y2) ... Cov(yq y¥q)

Cov(y,y)) = E[(yi—E(y))(yj—EW))]
E[al(X—[) (X — 1) )]
GE[(X— @) (X— )14
a;za,-

= Cov(y) =AZA’



Proyecciones ortogonales

» Sea Q un subespacio vectorial de R".
Entonces Vy eR” 30 €Q, Ve QL Gnicos, y=0+ V.
» También 3 una Unica matriz que verifica Pqy = 0.
» Pq =X(X’X)"1X’, donde X es una base de Q.
> Es simétrica: P, = (X(X’X)71X’)" = X(X'X)~1X" = Pq
Es idempotente:

v

PoPo=X(X' X)X/ X (X’ X)X =X (X' X)X’ = Pq

v

SeaZeQ < Z=Xd 3d por ser X base.
PoZ=X(X'X)"IX'Xd=Xa=2

SeaweQl < 2W=0 VZ2eQ = X'W=0

v

Pow=XX'X)"1x’"Ww=0

v

P proyecta todo ¥ € R” ortogonalmente sobre Q.



Matriz de proyeccién ortogonal

Sea A matriz simétrica e idempotente.
Sea d un vector propio de A.

» Al = Al por ser { propio.
» All=AAT =AM = \20 por ser A idempotente.
» A > 0 por ser A simétrica.

En consecuencia, A € {0, 1}.

Sea A simétrica e idempotente de rango q. Entonces
A =UAU’ con A diagonal y U'U =1

traza(A) = traza(UAU") = traza(AU’ U) = traza(A) = q

ya que g es el numero de valores propios no nulos de A.
Luego
traza(A) = rango(A)



Matriz de centrado H

> H=1-1(I'I)'1' =1- 11T
Xl—)_(
- 1._.. = X2 —X
Hx=(I——ll’))‘(‘:f(——ll’?(:)'(‘—xl:
n n
Xn_)_c
» HH=H
133 133 133/ 1l33,, 1 33,37
(—:11YU-:11) = 1— ;11— 2117+ L1171
= I1-:1T

» rango(H) =traza(H)=n—1



Distribucidon gausiana p-dimensional

Si X = (X1, ..., Xp)’ sigue una Np(f, L),
con X definida positiva, entonces

» La funcién de densidad es:
1
21|

~1
f&x)= exp (T(X—H)’Z_l(?—ﬁ))

» ¥ =AX, con Agxp, sigue una Nq(A [, AZA’)
E()) =AE(X)=A0 Cov(y)=ACov(X)A'=AZA’

» Si X es diagonal (gjx = 0 para j # k),
entonces todas las x; son independientes entre si.
» La distribucion de x; es N(y;, 0;), paraj=1,...,p.



Distribucidn de la varianza muestral

» Si X = Np(f1, 0°I) entonces

con 2= Np(0, D).
» SiX=N,(ul,I)y H es la matriz de centrado,
entonces

n
Di—x)?=XHR=x2_,
i=1



Distribucidn de la varianza muestral

» SiX=N,(ul,I)y H es la matriz de centrado,
entonces

n
Dlxi—x)? ='HX =x2_,
i=1

pues
n n
Dxi—x)? = Y Ixi—u)— (x—w]?
i=1 =1
n
= > (vi—y)?
=1
= YHy=y UAU' y =2NZ
donde 2 = U’y = N(D, I), ya que

Cov(2) =U'Cov(yU=U'U=1



Distribucidn de la varianza muestral

Por ser H simétrica e idempotente de rangon—1,
A es una matriz diagonal con n—1 unos y un cero.

1 00 ... 00
010.. 00
001... 00
A=, . . . . .
0 0 0 . 10
0 0O 0 0
n—1

SIANS — 2 — 42

Z’ANZ = ZP=EX_,

Por tanto,



Distribucidn de la varianza muestral

» SiX=N,(ul,I)y H es la matriz de centrado,
entonces

n
Di—x)?=XHR=x2_,
i=1

» Si X =N,(ul, o2, p.ej. m.a.s. de N(u, 02),

ns? (n—1)$2 X1 (xi—x)

o2 02 o2
n X[_>_< 2 n
>(X22) =Y v- =,
i=1 Y i=1
con y = = N.(®, 1)



Intervalo de confianza para o2

> Sea X m.a.s. de x = N(u, 0%), 4 y 0 desconocidas
» nS?/0? = x2_, es una funcién pivote
» Sean ay b tales que

nS2 1 o2 1
l-a = Plas—<b|=P|—>2—>—
o2 b

n

1 o2 1 nS2 S2
= Pl-<—=<—|=P|— <0< —
b~ nS%2 " a b a
luego [% %] es un i.c. para 02 a nivel 1—a.



Independencia entre media y varianza
Sea X = N({1,I). Entonces x es independiente de HX,
pues

X1—>_(

- X2—>_(
HX =

Xn_>_<

1 . 1 -
Cov(HX, x) = Cov (HS(‘, —2’1) =F (H(SZ - —-(xX- ﬂ)’l)
n n
1 .1 .
=—-HE[(X—@)X-A)11=-H1=0
n n
Consecuencia: x es independiente de toda g(HX),

en particular de

Z(xl —X)? = 'H'HX = X' HHX = X'HX



Intervalo de confianza para u

Sea X m.a.s. de x = N(u, 02)
x = N(u, 02/n)
ns?/o?=x2_,

v

v

v

x y §2 son independientes, luego

v

X—U X—U
S//ni—1 _ $/4/n
X—
_ o/vn _ N(0,1) _,

\J (n—1)5$2/02 - \/%

n—1

n—1



Intervalo de confianza para u

» Considérese el pivote

>'<—u_t
S/vn -
» Sean a y b tales que
1 P[ <>'<—u<b] P[a§<' <b§]
—_-_x = < —= < = — < X—- S —
$//n Ao EEA
ol 5 b§< s as
= PlX——=<u<x——
AT
Iuego[ TEX 1/_]esunlc para u a nivel 1—a.

bS

» Habitualmente b =—a luegoi.c. = x 7



