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Definiciones

Afirmacion que se pretende validar o desmentir.

Hipdtesi estadistica

Hipdtesi sobre la distribucion de una variable aleatoria:
@ sobre algin parametro del que dependa;
@ sobre la familia a la que pertenece;

@ sobre su relacion con otra variable.

@ La altura media de los varones asturianos de 15 afos es 1,67 m.

@ La proporcién de afectados por la gripe este otofio es 0,25.
@ Tiempo dedicado a estudiar es independiente del dedicado a ver TV.

@ Un reactivo emite particulas segin una distribucién de Poisson.
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Definiciones

Hipdtesi paramétrica

Si hace referencia a algun parametro de la distribucién.

Hipdtesi simple

Si especifica totalmente la distribucién.

Hipotesi compuesta

Si no especifica totalmente la distribucion.

Sea X = B(p)

H=p=0,5 esuna hipdtesi paramétrica simple
H=p#0,25 eshipdtesi paramétrica compuesta
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Definiciones

Hipdtesi paramétrica

Si hace referencia a algun parametro de la distribucién.

Hipdtesi simple

Si especifica totalmente la distribucion.

Hipdtesi compuesta

Si no especifica totalmente la distribucién.

Sea X = N(u, o) con o desconocida.

H=p=3 es una hipdtesi paramétrica compuesta
H=pu=17,0 =2 esuna hipétesi paramétrica simple
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Definiciones

Hipétesi nula (Hy)

Hipdtesi de referencia, de partida: En caso de duda, hipétesi nula.

Hipétesi alternativa (H,)

Hipdtesi contraria a Hy.

Ejemplo

Un fabricante desea saber si un nuevo procedimiento de produccién
presenta mas estabilidad en el peso del producto que fabrica que el utilizado
actualmente. Para ello formulara las hipétesis:

Hy = la estabilidad del peso no mejora
H; = la estabilidad del peso mejora

0, en contexto estadistico: Hy = 02 > 0,2 frentea H; = 0 < 0,2.
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Asimetria entre Hy y H;

Procedimiento

@ No se elige meramente la hipdtesi mas verosimil.
@ ;Hay evidencias suficientes para rechazar Hy?

@ Presuncidn de inocencia: Hy = inocente, H; = culpable.

@ Se rechaza sélo si se observa una gran evidencia en contra.

@ Nunca se concluye que sea cierta,
sino que no hay evidencias para rechazarla.

@ Sise rechaza Hy se obtiene un resultado significativo.
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Definiciones

Contraste de hipdtesis

Particién medible del espacio muestral en dos regiones:
region de aceptaciéon (R.A.) asociada a Hy.
regién critica (R.C.) asociada a Hj.

Indicatriz de la region critica:
e X(Q)" — R

$ o e@={ ] siX € R.C.
PXI=N 0 si¥eRA.

A\
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Definiciones

Cuatro situaciones posibles: decision
estado No rechazar Hy | Rechazar H,
de la naturaleza  Hy cierta acierto error I
(realidad) H, falsa error II acierto

Sea el contraste Hy = 02 > 0,2 H; = 02 < 0,2.

Consideramos R.C.

[$? < 0,15] yRA. = [$? > 0,15].
Si 0% = 0,2 pero 5% = 0,13, cometemos error 1,
Si o2 = 0,1 pero S? = 0,16, cometemos error II.

Lépez Corral Carleos (U. Oviedo) Inferencia Estadistica

3 de febrero de 2025



Definiciones

Cuatro situaciones posibles: decision
estado No rechazar Hy | Rechazar H,
de lanaturaleza  Hy cierta acierto error I
(realidad) H, falsa error II acierto
Sea el contraste Hy = 0 € ©y,H; = 0 € O;.

Probabilidad de error de tipo I
Probabilidad de rechazar Hy para cierto 6 € ©: P(R.C. | 0) = Ep(y)
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Definiciones

Cuatro situaciones posibles: decision
estado No rechazar Hy | Rechazar H,
de la naturaleza  Hy cierta acierto error I
(realidad) H, falsa error II acierto
Sea el contraste Hy = 0 € ©y,H; = 0 € O;.

Probabilidad de error de tipo I
Probabilidad de rechazar Hy para cierto 6 € ©: P(R.C. | 0) = Ep(y)

Probabilidad de error de tipo II

Prob. de no rechazar H, para cierto § € O;: P(RA.|0)=1—Ey(p)
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Definiciones

Cuatro situaciones posibles: decision
estado No rechazar Hy | Rechazar H,
de la naturaleza  Hy cierta acierto error I
(realidad) H, falsa error II acierto
Sea el contraste Hy = 0 € ©y,H; = 0 € O;.

v

Supéngase X = N(u,0) yn = 15.

Sea el contraste Hy = 02 > 0,2 H; = 02 < 0,2.
Consideramos R.C. = [$? < 0,15] yR.A. = [$? > 0,15].
Sio? =0,2,P(errorl) =P (x4, < %) ~ 0,275.
Sio? = 0,1,P (error IT) = P (x}, > *552) ~ 0,102.
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Ejemplo: densidades de S? bajo Hy y H;

0 2 4 6
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Procedimiento habitual para buscar la region critica

1. Fijar el nivel de significacién

Se trata de una cota para la probabilidad de error de tipo I.
Se representa por c.
Para un contraste Hy : § € Oy H; : 0 € O se tiene pues

V0 €O, Perror])=P(R.C.|0) <«

2. Minimizar la probabilidad de error II

Entre los contrastes que cumplan el nivel de significacién se busca aquel
contraste que hace minima la probabilidad de error de tipo II
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Procedimiento habitual para buscar la region critica

Consecuencias

@ Criterio muy conservador respecto a Hy.
@ « es un valor pequefio fijado por el investigador, como 0,05 6 0,01.

@ « es cota superior para la probabilidad de error I,
luego esta asociado a la regién critica y a H.

@ Un resultado muestral es significativo al nivel « si estd en la R.C.
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Metodologia

Formular las hipétesis del estudio.
Traducirlas a la terminologia estadistica.
Fijar el nivel de significacion, .
Construir la R.C.

Seleccionar la muestra X.

000000

Rechazar Hy si X € R.C.
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Metodologia

Construccién de un buena R.C.

@ Se construye antes de analizar los resultados experimentales.
@ X € R.C.en caso de que P(X | Hy) < P(X | Hy).
@ Se expresa en funcién del estadistico del contraste,
que mide las discrepancias de X respecto a Hy.
e La distribucion bajo Hy del estadistico del contraste
ha de ser conocida para garantizar el nivel de significacion.

e Tiene en cuenta H; para que el contraste tenga
poca probabilidad de error de tipo II.
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Ejemplo (continuacion)

X =peso de piezas = N(u, o)

contraste Hy = 02 > 0,2, H; = 0% < 0,2
nivel de significacién o = 0,05

tamafio muestral n = 15

estimador de o%:  §?

region critica intuitiva:

R.C. = {(Xl,"' ,X15) ‘ §? < C}
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Ejemplo (continuacion)

@ Célculodec:

P(R.C.|Hy) = P(S$*<c|H)
n—15 (n—1)c
— P(( UZ) <( UZ) H0>:
(n—1)c
= P(X,Z.l_1<7 0'220,2

(n—1)c
< P (Xfﬂ S T2

Tomando F,2 ((”0_21)C> = aentoncesc = 2£F' (a).

En este caso,R.C. = {

§ < HFL (0, 05)} = {X|$* < 0,094}.
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Ejemplo: densidades de S? bajo Hy y H;

0 2 4 6
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Definiciones

Contraste unilateral

Contraste de hipdtesis cuya region de rechazo esta formada por una cola de
la distribucion del estadistico de contraste.

Contraste bilateral

Contraste de hipdtesis cuya region de rechazo esta formada por las dos colas
de la distribucion del estadistico de contraste.

Funcién de potencia

Es la funcién Pot(#) que devuelve la probabilidad de rechazar Hy cuando el
parametro es 6, es decir, Pot(f) = P (R.C. | 8) = Eg(y).

Tamaro de un test

Es la mayor potencia bajo Hy, es decir, supyeg, Pot(6).
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contraste Hy = 0> > 0,2, H; = 0% < 0,2
@ Se trata de un contraste unilateral.
® X=N(p,0),n=150a=0,05 = RC.={¥X|5 < 0,094}
o Pot(c?) =P (R.C. | 02) = P(52 < 0,094 | 0?) =P (x}, < 5%

o2

Pot(c?)

00 04 0,8
|

O,

O

0,0

)
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Definiciones

Contraste uniformemente mas potente

@ Sean dos contrastes p y ¢'.
@ Nivel de significacion «
@ Hipétesis Hy : 6 € O, frentea H; : 6§ € O,

 es uniformemente mds potente que ¢’ si

Pot,,(8) > Pot,(0) VO €O,
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El contraste mas potente

@ Sean las hipétesisHy : € Ogy H; : 0 € O1.

@ Sea @, la clase de todos los contrastes a nivel « para contrastarlas.

Un test g se dice que es el mds potente para un cierto 6; € ©; cuando

POt@o (‘91) > Pot¢(91) \V/QO € (I)a

El contraste uniformemente méas potente

| A\

o €s el uniformemente mas potente si

Pot,,(0) > Pot,(0) VO € ©; Vpe @,

A\
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Ejemplo para comparar dos contrastes

Poblaciéon: X = N(u,0 =1)
n <- 25; sigma <- 1; alfa <- 0.05
mu0 <- 5; mul <- 5.3 # hipdtesis

Contraste 1: RC; = [x > k]

k1 <- gnorm (1-alfa, muO, sigma/sqrt(n))
pl <- 1 - pnorm (k1, mul, sigma/sqrt(n)) # potencia

Contraste 2: RC, = [mediana(x) > k;]

nr <- 1eb5 # nimero de repeticiones de Montecarlo

medianas <- replicate (nr, median (rnorm (n, muO, sigma)))

k2 <- quantile (medianas, 1-alfa, names=FALSE)

p2 <- mean (replicate (nr, median (rnorm (n, mul, sigma)))
> k2)
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Ejemplo para comparar dos contrastes

Resultado

> ki1 # frontera de
[1] 5.328971

> k2 # frontera de
[1] 5.407272

> pl # potencia de
[1] 0.4424132

> p2 # potencia de

[1] 0.33336

RC1 [media > k1]

RC2 [mediana > k2]

contraste 1

contraste 2
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Ejemplo para comparar dos contrastes

Poblaciéon: X = N(u,0 =1)

n <- 25; sigma <- 1; alfa <- 0.05
mu0 <- 5; mul <- 5.3 # hipétesis

Otra forma de expresar la RC,

X—tio to N(0, 1)
o:\/n ’
X — [ho
RC; = > 71
1 [0_:\/ﬁ Z1 a}

zlmenosAlfa <- gnorm (1-alfa) # 1,644854
## potencia:

pl <- 1 - pnorm (zlmenosAlfa, (mul-mu0)/sigmax*sqrt(n))
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Ejemplo para comparar dos contrastes

n <- 25; sigma <- 1; alfa <- 0.05

mu0 <- 5
potencias <- function (mul, nr=1e4)
{

k1 <- gnorm (1-alfa, muO, sigma/sqrt(n))
pl <- 1 - pnorm (k1, mul, sigma/sqrt(n))
medianas <- replicate (nr, median (rnorm (n, muO, sigma)))
k2 <- quantile (medianas, 1-alfa, names=FALSE)
p2 <- mean (replicate (nr, median (rnorm (n, mul, sigma)))
> k2)
c (p1, p2)
}
mus <- seq (5, 7, .1)
ps <- sapply (muls, potencias)
plot (mus, ps[1,], type="1", lwd=2, ylab="potencia")
lines (mus, ps[2,], col=2, 1wd=2)
legend ("bottomright", c("media",'"mediana"), col=1:2, lwd=2)
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Definiciones

Nivel critico o P-valor

@ Dada una realizaciéon muestral X = (xq,...,%,),
es el menor nivel de significacién « para el que se rechaza H,.

@ Probabilidad, bajo Hy, de obtener una muestra mas “rara” que X.
(En realidad, al menos tan “rara” como x.)

Uso del P-valor
@ Se calcula después de tener los datos muestrales X.

e Mide la “compatibilidad” de X con Hy.
@ P-valoralto = p > @ = no se rechaza H,.

@ P-valor bajo = p < a = serechaza Hj.
(Resultado significativo a nivel «.)
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Ejemplo para calcular P-valor

Poblacién: X = N(u, o = 1)

@ hipdtesis: Ho: =5, Hy:p>5
en=25 a=0,05
@ RC=[x > k|
oaz0,0SzP[RC|Ho]:P{N(5,ﬁ)>k}
n <- 25; sigma <- 1; alfa <- 0.05; muO <- 5

k <- gnorm (1-alfa, muO, sigma/sqrt(n)) # k=5.328971

@ Sean dos muestras con medias muestrales x = 5,4y x = 10.

pvl <- 1 - pnorm (5.4, muO, sigma/sqrt(n)) # pv1=0.02275013
pv2 <- 1 - pnorm ( 10, muO, sigma/sqrt(n)) # pv2=0
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Ejemplo para calcular P-valor

Poblacién: X = N(u, 0 = 1)

@ hipdtesis: Ho: u =5, Hy:pu#5
e n=25 a=0,05

o RC=[|x — 5| > K X—S%N(O,ﬁ)
° a:o,o5=P[Rc|Ho]:PHN(O,\/LE)’ >k]

n <- 25; sigma <- 1; alfa <- 0.05; muO <- 5
k <- gnorm (1-alfa/2, 0, sigma/sqrt(n)) # 0.3919928

@ Sea una muestra con media muestral x = 5,4.

pv <- 2 * (1 - pnorm (5.4-mu0, , sigma/sqrt(n))) # pv=0.0455
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P-valor como variable aleatoria

Si
@ Hj es simple,

o T, el estadistico del contraste, es continuo, y

@ laR.C. puede expresarse como {X | T(X) > c},

; . H,
entonces el P-valor Py sigue una distribucién uniforme, Py = U(0, 1).

Demostracion
Para cada muestra X, sea t = T(X). Entonces el P-valor es

Py(%) = P[T > t | Ho] = 1—P[T < t | Ho] = 1—P[T < T(%) | Ho] = 1—F(T(%))

Fr(T) = U(0,1) = 1—F¢(T) =U(0,1) = Py = U(0,1)
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P-valor como variable aleatoria

Proposicion

, . H,
...el P-valor Py sigue una distribucién uniforme, Py = U(0, 1).

Demostracion con mas detalle

Fo(t) = P[T <t | Ho]

Fo(T) = R[T(X)] 2 U(0,1)

Py: X(Q)" — [0;1
X +— py=P[T>T({) |H =1—F[T(X)]

P[Py <a|Hy] = P[1—F[T(X)]<al|H| =P[F[T(X)]>1—al|H)
= P[U(0,1) >1—a]=1—P[U(0,1) <1—d]

= 1-(1—a)=a = Py = U(0,1)

= = = - =
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P-valor como variable aleatoria

Interpretacion

@ Bajo Hy, dado un nivel de significacién « € (0;1),
Fp_yalor|H, (t) = Pr, (P-valor < ) = P(rechazar Hy | Hy cierta) = «

— P-valor = U(0,1)
@ Por tanto, bajo Hy pueden aparecer P-valores pequefios.
@ Pero bajo H; esos P-valores pequefios son mucho mas problables.

@ Por eso se rechaza Hy si la muestra produce un P-valor pequefio.
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P-valor como variable aleatoria

Interpretacion

o Py(X) <a = T(X) > t1_4
TlHo
a
t1—0(
° Fp,g)(a) =PPy(X) <] =P[T(X) > t1_o] = @
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Contrastes en poblaciones gausianas, o = o,

Ho: ft = fto, Hy: po# fio
X — Ho Ho

Estadistico de contraste: E= = N(0,1
- (0,1)

. _ «
RC. = {x ) |E| > 72 } con z;_o = FN(10,1) (1 - E)

Ho @ pt < flo, Hi:p > fio

Ho H— o =
E=N(0,1)+c con c= <0 R.C.={X‘E>Z_ }
( ) UO/\/ﬁ_ 11—« |

Ho:p > po, Hp:p <o

Ho B = Mo =
E=N(0,1)+c con c= >0 R.C.:{x
(0.1) T |
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Contrastes en poblaciones gausianas, o = o,

Ho: pp < o Hy: ju> pp endetalle

R.C.:{i"i>k} P(RC.) < a fo/\/_—N(Ol)

El valor de k se calcula en la frontera de Hy, es decir, po:

X—po _ k—po

o/v/n JMJW“ “ﬁz

o« = PR>k|p=p=P [

= P [N(O, 1) > :075%}

;Qué ocurre con P(R.C. | ;1) en el resto de yu de Hy?
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Contrastes en poblaciones gausianas, o = o,

Ho: pp < po Hy: pu> o endetalle
Sea < po. Entonces

_ X K
PX>k|y = P & “‘4:

oo/ Vi~ 0/
= P|N(0,1) > k_“]

i ao/v/n
[ k—Mo]
< P|N(0,1) > =«
_ (0,1) o/
Por tanto, Vi €Hy, PX>k|p) <a

El tamario del contraste es

sup P(R.C. | u) = P(R.C. | o) = «
MEH()
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Contrastes en poblaciones gausianas, o desconocida

Ho: pt = po, Hi: p # po

X—Mo@

- =t
S n—1

-1 o
>t_ea con ty_e =F ", (1 = E)

Estadistico del contraste:

k.= {x

X — Ho

§/vn
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Contrastes en poblaciones gausianas

—1)$% §
Estadistico del contraste: ( ) = ¥,
o
L] (n—1)s L] (n—1)s?
R.C. = {x ‘ 3 Xe U X ‘ ag > X1-2
Xa F;il_l(oz)
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Contrastes sobre una proporcion

X=B(L,p) p=X

[l &

Estadistico del contraste: PP

po(1=po)
n

R.C. — i‘ PR 1S,
/ po(1—po) 2
n

_ 1 @
nz =Py (1-3)

N(0,1)
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Contrastes sobre la media de la distribucién de Poisson

X—Xo

\/)\o/n

Vol ”1“2‘}

(-3)

[RE

Estadistico del contraste:

R.C. = {)_5

_ 1
= o)

X — Ao

Z1—

@
2

Ho:)\:/\o H1:>\§é>\0

N(0,1)
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Contrastes para la comparacion de medias

Dos poblaciones gausianas independientes, desvios conocidos

Ho: px=py < pux—puy =0  Hi:ux # py

X—Y— (ux —
Estadistico: ax = pv) _ N(0,1)

2 2 _
U_X_|_ﬁ
nx ny

Dos poblaciones gausianas independientes, desvios desconocidos

Previamente, contraste de igualdad de varianzas:

\

L2 2 .2 2
Hy: ox =0y Hy:o0x # oy

Ho

7 . 32
Estadistico del contraste: % = Fry—1,ny—1
Y
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Contrastes para la comparacion de medias

Dos poblaciones gausianas independientes, desvios desconocidos

Ho: pux=py <= px —py =20 Hi: px # py
Estadistico:

@ siox = oy

[11&

tn +ny—2
T \/ nx—1)52+(ny—1)8% X
nx nx—+ny—2

@ sioyx # oy

oS % 4 %)
X—-Y Ho nx ny
T= — =t c= = =
5 52 Sx Sy
+ 2(nx—1 -1
nx ny ny(nx—1) ng (ny—1)
V.
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Contrastes para la comparacion de medias

Dos poblaciones gausianas independientes, desvios desconocidos

@ siox # oy:

X—Y
— —_ O'Z 0'2
. X—-Y rial
- J&.8 B3
T ony g iy
O'Z O'Z
ety

numerador: _
X—Y H
= N(0,1)

) 2
Tx 4 &y
nx ny

denominador: distribucién desconocida

Inferencia Estadistica
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Contrastes para la comparacion de medias

@ siox # oy: aproximacion de Welch-Satterthwaite

Se busca c tal que

% %

Y 2
nx + 1y o~ &
Ix @y c
nx + ny

es decir, tengan misma media y varianza.

Dos poblaciones gausianas independientes, desvios desconocidos
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Contrastes para la comparacion de medias

@ sioy # oy: aproximacion de Welch-Satterthwaite

S%,S%  son estimadores insesgados de 0%, 0%

% 5% ox , 0y
— + — esestimador insesgadode — + —
nx Ny nx ny
% o 5% ES] | EBY ox 9 2
E nx ny — nx + ny — nx + ny — 1 — E — E[XC] — E
o o| dLn s, ¢ o
nx ny nx ny nx ny

Dos poblaciones gausianas independientes, desvios desconocidos
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Contrastes para la comparacion de medias

Dos poblaciones gausianas independientes, desvios desconocidos

@ sioy # oy: aproximacion de Welch-Satterthwaite

(n—1)s* o 2(n—1)o*  20*
—_— = — Var(S°) = =
O‘Z Xn—1 ( ) (n _ 1)2 n—1
2 % ox oy
X 4 Oy oy e 7
—> Var Zg Z’é _ o Mk(nx Uz) :Y(n; )
N (F+%)
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Contrastes para la comparacion de medias

Dos poblaciones gausianas independientes, desvios desconocidos

@ sioy # oy: aproximacion de Welch-Satterthwaite

1 4

(52 32 9% Eivs
Zx L S iy I v
nx oy | _ onx(x=1) " nmy(ny—1)
Var | — 7 =2 - )
@ L @5 Ox Oy
[ Ty m T onr
52 2]
X+ X Xe] 2 2
Var | 5— | =Var |[=5| = 5 = -
-n_))(( e n_;(- C © C
2 2\ 2 ) 22\ 2
N S
(nx +ny> (nx+ny
c = =~ = 7
% A 5 . &
nZ(nx—1) ' n2(ny—1) nk(nx—1) ' n(ny—1)
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Contrastes para la comparacion de medias

Dos poblaciones gausianas independientes, desvios desconocidos

@ siox # oy: aproximacién de Welch-Satterthwaite
El valor tedrico de c,
2 ) 2
(i + %)

ﬂz 2
(x+ &)
Cc = =

o o N4
nx(nx 1) + 2(ny 1) 1 (7;>

n(nx—1) n%(ny—1)

depende de los desvios sdlo a través del cociente Z*
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Contrastes para la comparacion de dos proporciones

Dos muestras independientes

Ho: px = py Hi: px # py

[l&

Estadistico del contraste: - P X _ p‘i .
\/Px(l—PX) + pr(1—py)

nx ny

N(0,1)
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Tamario de muestra y potencia

Caso gausiano: X = N(u, 0p)

Calcular el minimo tamafo de muestra n necesario para
detectar una diferencia d = |p1 — pol
con una potencia 1 — 3 en el contraste

Ho: = po Hi:p# po

anivel de significacion a.

R.C. = i" XTHl S g«
o oo/v/n| = 12
(z1_a — z5)*
n> ol 1 Zdz B
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Tamario de muestra y potencia

Caso gausiano: X = N(u, 0y)
Sin pérdida de generalidad, supdngase 111 = po + d.

R.C. = {i > Zl—‘;‘}

1—5:P(R.c.|u1)zp[x_“°

oo/v/n

-

o < N(0,1)

2

X — Ho

a0/ v/n

Z1_«
>1‘;

] =

Z1_a
>1‘;

d
+W§ Hl]:

—1— [(I) (zlc; - Uo/d\/ﬁ) - ¢ <_2162¥ B Uo/d\/ﬁ)]

:PHX_““Ld N(0,1)

a0/ V/n

=1-—P |:—Zl_

| =

Zi_a

T ool

Zi_a
1 2
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Tamario de muestra y potencia

Caso gausiano: X = N(u, 0y)

En consecuencia

B=2 <7-1—C; - #) - <_Zl‘? N #>

d
?(cms - oim) o

donde

Por tanto

d d
o <21—°§ - Uo/\/ﬁ> P = 71 a— ~ O(f) =2p
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