Contraste de hipotesis simples

El objetivo es determinar el test més potente para contrastar dos hipotesis simples al nivel de
significacion a.

Teorema (Lema de Neyman-Pearson para contrastes deterministicos). Sea X una variable aleatoria
con distribucién Fy y supongamos que el espacio paramétrico se reduce a dos posibles valores
© = {0p,01}. Sean Hy : 0 = 6y y Hy : § = 601 dos hipotesis simples y X = (X1,...,X,) una
muestra aleatoria simple de X con funcion de densidad o probabilidad fy(z1,...,2,). Sea Cy C X"
un subconjunto medible del espacio muestral que verifica

{Z| fo, (&) > kfo,(2)} C Co C{T | fo,(Z) > kfo,(Z)}

para algin k > 0y Py, (Co) = a. Entonces Cj es la region critica asociada a un test de significacion
« y méaxima potencia entre los tests! de nivel a.

Demostracion. La demostraciéon se realizard para el caso continuo, aunque en el caso discreto se
haria de forma analoga.

La region critica Cy esta construida de manera que, si la muestra & verifica fp, (Z) > kfo, (%),
entonces ¥ € Cy y se rechaza Hy. Por el contrario si & verifica fy, (¥) < kfo,(Z) entonces & ¢ Cy y
no se rechaza Hy. En el caso fp, () = kfp, entonces & puede estar o no en Cy y no sabemos si se
rechaza o no Hy.

Sea C otra region critica con Py, (C) < a. Comprobaremos que Py, (Co) > Py, (C).

Partiendo cada una de las dos regiones criticas en dos conjuntos disjuntos, lo comun y el resto,
y aplicando propiedades de la probabilidad, se tiene:

COZ(CoﬂC)U(CoﬁCC) . c c
C = (CoﬁC)U(CSr\IC) P91(CO)7P91(C)*P91(COQC)7P91(COQC)
Como CyNC° C Cy

Py, (ConC) = / fo, (2)dZ > / k fo, (Z)dZ = kPy,(Co N C°)
CoNnCe CoNnCe

Como C§NC C C§

Py (CENC) :/

fo, (£)dZ < / kfo,(Z)dZ = kPy,(C§NC)
cenc

cenc

IEntre los deterministicos. Véase el teorema siguiente para el caso de contrastes aleatorizados.



luego

Py, (Co) — Py, (C) = Py, (ConC®) — Py, (CENC)

k[Pp, (CoNC®) — Py, (CSNC)]

k[PgO(CO n CC) + PQO(CO N C) — P@O(CO Nne)— P90<CS N C)]
k[PHO(CO) - PGO(C)] >0

(AVARLYS

vaque k> 0y Py (C) < a= Py, (Cop)
En consecuencia, Py, (Cy) > Py, (C).

Otra manera de verlo seria considerando que, si se define

1 fi=fo,(T) > k- fo,(¥) = k- fo
p=9@)=q0@) fi=k fo
0 fi<k-fo

y siendo % otro contraste a nivel de significacion a = Fy, (), es decir, Ey,(¢) < a, entonces
[e=o)tti-kio= [ lold) - v@) (1) - kfo(@)] dz = 0
x(Q)n

pues cuando f1 — k fo > 0 entonces ¢ =1 > ¢ = ¢ —1 > 0y cuando f; — k fo < 0 entonces
=0 ¢—1 <0, luego

OS/(@*Q/J)(fl*kfo) - /sofl /1/)f1k</<ﬁfo/1/1fo)

= Ep o —Eo, ¢ —k(Epp — Egt))
= potencia, — potencia,, — k_(a — tamanioy)
>0 >0

IN

potencia,, — potencia,,

= potencia, > potencia,,

O

Una version mas general del resultado anterior utilizando contrastes aleatorizados es la siguiente:

Teorema (Lema de Neyman-Pearson para contrastes aleatorizados). Sean Hy : 0 = 6y Hy : 0 = 64
dos hipotesis simples y (X1,..., X, ) una muestra aleatoria simple. Entonces se verifica que:

= Cualquier test de la forma

con k > 0 es el més potente entre los de su tamano.



» Para cada a € (0,1) existe un test con v(Z) = v = ¢* de la forma (1) con tamafo «.

= La funcién critica de un test de maxima potencia al nivel o para contrastar Hy frente a H;
es de la forma descrita en (1) salvo a lo sumo en un conjunto del espacio muestral que tiene
probabilidad cero bajo Hy y Hi.

Demostracion. El primer punto se sigue directamente de la expresion usada al final de la demos-
traciéon anterior,

/(<P—1/))(f1—kf0)20

Para el segundo punto, como

a = Egyp =Pr[f1 >k fo] +~ Pr[fi =k fo

basta tomar
a —Pr[f1 >k fo]

Pr[f1 = k fo

Para el tercer punto, para un test b de maxima potencia a nivel de significacion «,

potencia,, = potencia,, /\ o = tamano,, > tamanoy

— [en=[on N [enz [vh

= OS/(@*iﬁ)(fl*kfo)SO
= /(@*W(fl*kfo):o

y, como el integrando es no negativo,

(o— ) (i —kfo)=0 Y &

luego, casi seguro,

fiFkfo = o=9¢

fi=kfo = 1 puede tomar valores arbitrarios
luego ¢ es de la forma (1). O

Ejemplo (caso gausiano). Sea X una variable aleatoria con distribucion N(u, o) con o conocido,
de la que se extrae una m.a.s. de tamano n para contrastar las hipotesis

Ho=p=po

<
Hi=p=m H1 < Mo

Aplica el criterio de Neyman-Pearson para hacer el contraste de hipotesis a nivel de significacion a.



Resolucion.

L(1,. . T, pty0) = (\/2;7>neXp {_IW]

L(zi,...,%n, pt1,0)
L(zy,..., T, po,0) exp

R.C. =

exp (;2 [n(uf — 1) + 2(po — 1) ZzD > k}
o [ = ) 20— ) Y] > mk}
202

n(=pd + p3) + 2o+ ) Y v > 20° Ik}

2(u1 — o) Y i > 207 Ink + n(pf — u?))}

{
{
= {1 [n(—u? + 1) +2(—po + 1) Zx} > lnk}
{
{
{

_ w _ 202 Ink+n(pi—pd)
pues pu1 — o < 0y con k* = B T(Trprs Entonces

PR.C.|H]=a < P [ZXZ- < k" | HO} =a < P[N(nug,vno) < k*] = a

Veamos un ejemplo con una muestra pequena:

> alfa <- 0.05

>n <-9

> mu0 <- 6

> mul <- 5

> sigma <- 1

> (k. <- qnorm (alfa, n*mu0, sqrt(n)*sigma)) # k*

[1] 49.06544
R.C= {3 X < 4906544 |

> (X <- rnorm (n, mul, sigma)) # bajo H1



[1] 5.114042 4.928529 5.283143 5.169557 6.520205 3.896682 5.716259 5.168419
[9] 4.743231

> sum(X)

[1] 46.54007

> pnorm (sum(X), n*mu0, sqrt(n)*sigma) # P-valor
[1] 0.006447709

Notese que esta region critica vale para cualquier iy que sea menor que pig.

Ejemplo (caso Poisson). Sea X = P()\) una variable aleatoria de la que se extrare una m.a.s. de
tamafio n, (x1,...,Z,), para contrastar la hipotesis Hy : A = Ao frente a Hp : A = A1 con Ay < Ap.
Utiliza el lema de Neyman-Pearson para contrastar esas hipotesis.

Resolucion. . . =
L(xy,...,xp,\) = i) =|[e == —
i=1 =1
La region critica para el contraste se elige de la siguiente forma:

Lz, ... —ndp )2
RC _ { (.’Ifl, ,I‘n,)\l) > k} — {6 )\1 > k}

L(z1,...,@n, Xo) e_”)‘ﬂ)\oz T3

A\ > A=
— e n(M1=Xo) [ 2L S kS = Al S ken(A1=20)
/\0 /\0

Aplicando logaritmos neperianos se obtiene:

R.C. = {m (i;) S 2> (ke”()ﬂ)\o))} _
= {Z z; > k*}

teniendo en cuenta que i—é > 1y tomando k* = W
Para un valor de k* y nivel de significacion o« = P(>_x; > k* | Ag) el test con region critica
{3 x; > k*} es el mas potente para cualquier valor de A\; mayor que Ag. O

Por ejemplo, dada la muestra aleatoria simple & = (7,4,4,6,4,5,8,9,4,7) procedente de una
distribucién de Poisson, contrastemos las hipotesis Hy : A =5y Hy : A = 6 al nivel de significacién
a = 004239093.

La region critica 6ptima es de la forma:

A= )\0) =«

10 10
R.C. = (Z xT; > k*) con P <Z x; > k*

=1 =1




y sOlo es necesario buscar el valor de k*.

10
=1

que se obtiene con k* = 62:

/\0> = P (Poisson(10)g) > k*) = 0°04239093

> x <- C(7; 4: 4: 6: 4’ 5: 8: 9: 4; 7)
> 1 - ppois(62, 50)

[1] 0.04239093

> sum(x)

[1] 58

> mean (x)

[1] 5.8

El p-valor del contraste es:

> 1 - ppois(sum(x)-1, 50)
[1] 0.1448594

Si se desea realizar el contraste anterior con un tamaifo del test igual a 0’05, el problema esta
en que la distribucion de Poisson es discreta y no toma todos los valores del intervalo (0,1):

10 10
Z z; > 62 Z z; = 62
=1 =1

es decir, con la R.C. = {Zgl T > 62} no se alcanza el valor de a y con R.C. = {21121 Ti > 62}

se sobrepasba.
Para resolver esta situacion se puede recurrir a un contraste aleatorizado, que se define de la
siguiente forma:

P Xol| + P

)\01 = 0°04239093 + 001328984 = 0’05568078

1 si fgl(f>>kf90(f)
oB)=1 5 s Ful®) = k(@)
X

de forma que
10

Za:i =k*

i=1

Elp(Z)] =P Xo| +7P

10
Z xri; > k*
i=1

Para alcanzar el tamano «, basta con que y verifique:

)\0] =«

a=P[Li > 62| A

m = 05725475
P |:Zi=1 xT; = 62 ’ )\0:|

'y:



Por lo tanto el test aleatorizado con tamafio 0’05 seria

1 st Yo @ > 62
@ =14 05725 si Sz =62)
0 st >, @ <62)

El test funciona de la siguiente manera:
= Cuando la suma de los valores de la muestra es mayor que 62 se rechaza Hy.
= En el caso de que la suma es menor que 62, no se rechaza Hy.

= Si la suma es 62, se realiza un sorteo con probabilidad 0’5725 de rechazo y 0’4275 de no
rechazo.

Ejemplo. Sea X = B(p) de la que se extrae una muestra (Xi,..., X, ) para resolver el contraste
Hy :p=pg frente a Hy : p = p;1 con pg < p1.
;,Como se resolveria usando el lema?

Resolucion. La verosimilitud seria



luego la region critica tendria la forma:

R.C. =

<l;‘:': = ],ri(_l — )" > =
(I—p1)"

(In es una funcién creciente) =

_ In ﬁj—] >0
) )] = v =
po=m In % >0
p
<L.** B In k&* >
) o b1 1—po
In o + In -

Por ejemplo, considérese pg = 0’1, p; = 0’2 y n = 160. En este caso,

z; In (1)1(1_1%)> > lnk*}
po(1—p1)
T; <lnp1 +In 1 _p0> > lnk*}

Do —P1

S In k* }
> —
v 2 1-p

In p; + In u

1-p1

- H
> Xi = B(160,01)
i=1
Si se pretende establecer un nivel de significacion cercano a 0’05, puede considerarse

a = 0°0487185096736285 — P [Z X, > 22}

y la region critica seria

R.C. = {Z X, > 22} - {p —X > % - 0’1375}

Como en los casos anteriores, téngase en cuenta que esta region critica vale para cualquier valor
p1 mayor que pg, independientemente de su valor concreto.



