Contrastes unilaterales

19 de marzo de 2024

Definiciéon 1. Un contraste unilateral es un contraste del tipo:

H()Z 6‘<6‘0 Ho: 9290
Hy: 9>90 Hy: 9<90

Para obtener un resultado similar al del lema de Neyman y Pearson, la
familia de distribuciones ha de cumplir ciertas hipdtesis.

Definicién 2. Sea una familia de distribuciones Fy, con § € © C R. Sea T un

estadigrafo unidimensional. Si para cada par #; < 65 se cumple que }czzg es
1

una funcién no decreciente de T en {Z | fy,(Z) + fo, (Z) > 0}, entonces se dice
que la familia tiene razon de verosimilitud mondtona en T'.

En la definicién anterior, si el denominador es cero se considera que el co-
ciente vale +o0.

Ejemplo 1. Sea X — U/ (0,0) y sean 0 < 61 < 6. Entonces

F@EI6)= 51wy <)

(@1 61)

luego la familia ¢ (0, 0) tiene razén de verosimilitud monétona en X ).

FE10) _ (0) Law <) _ [(5)" v <o
710)  \0s -

L(zw <0)  |4o0  @p >0

Teorema 1. Sila familia Fy pertenece a su vez a la familia exponencial unipa-
ramétrica,

F(Z]0) = c(0)n(Z) exp[QO)T ()]

vy @ es creciente, entonces tiene razén de verosimilitud monétona en T'.

Demostracion. Dados 61 < 05 se tiene que

%: gi _ Eg; expl{Q(8:) — Q(61)}T()]

y, por ser ) creciente, chg I Zf; es no decreciente en 7. O



Teorema 2 (de Karlin-Rubin). Sea una familia de distribuciones Fy, § € © C
R, con razén de verosimilitud mondétona en T'. Entonces

1. Un contraste

1 T@) >c¢
(@) =47 T(F)=c
0 T@) <e
para contrastar
HQZ 0 < 90
Hy: 0 > 6y

tiene funcién de potencia estrictamente creciente cuando 0 < Pot (0) < 1.

2. Va € (0,1) J¢ de la forma anterior con tamatnio E (¢ | 6p) = « y unifor-
memente de maxima potencia.

3. V¢’ con E(¢' | 0y) = a se cumple que VO < 0y E(p |0) < E(¢'|0).

Andlogamente, se tendria un resultado simétrico para los contrastes unilaterales

en sentido contrario,
H()Z 0 Z 90
Hy: 0 < 6y

Demostracion. Se hard sélo para el contraste

Hoi 9<90
Hy: 60>060

1. Sean 0; < 65 dos valores del pardmetro. Tenemos que ver que Pot (61) <
Pot (92)

Por el lema de Neyman-Pearson

es un contraste de maxima potencia para

HQ: 0= (91
H1 : 0= 92
y tiene tamano E (¢ |60;) = a;. Como la distribucién es de razén de

L , 7|0 .
verosimilitud mondtona, entonces ;Eg} 03 es creciente en 7' y uno de los

posibles contrastes con esa forma seria:
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Considérese el contraste constante ¢1(Z) = a1 VZ. Su esperanza es ay
para cualquier 0 y, en concreto, para 6;:

E(p1]01) =0
Asi
Poty, (01) = E(p | 601) = a1 = E(p1 | 02) < E(p | 02) = Poty, (62)

la funcién potencia es no decreciente.

Si la desigualdad no fuera estricta, ¢ y 1 tendrian la misma potencia, pero
© no es de la forma indicada por el lema de Neyman-Pearson y estamos
suponiendo que 0 < Pot (0) < 1. Por tanto

Pot,, (1) < Pot,, (62)

. Sea 0 < a < 1. Por el lema de Neyman-Pearson existe un contraste ¢ con
la forma dada en el apartado anterior y con tamano E (¢ | 6y) = o. Como
la funcién de potencia es creciente,

V0 <6y, Pot,(0) <Poty,(6y) =E(p|b) =

luego ¢ tiene tamano a.

Sea 61 > 6. Por el lema Neyman-Pearson ¢ es de méxima potencia para
contrastar

luego para cualquier otro contraste ¢’ con nivel de significacién «,
V01> 00, E(¢[601) <E(p|6h)

luego ¢ es uniformente mas potente.

. Considérese ahora 65 < 6y. Al contrastar

HQI 9:90
Hll 9:92

el lema de Neyman-Pearson muestra que 1—¢ es el més potente de tamano
1 — «, pues:

= Existe un contraste p* de maxima potencia, de la forma

L(&,0
1 Lgf,eig >k
* (= «  L(Z,02
® (:,C) =37 Lg;ﬂog =k
L(7,0
0 dg,ai? <k



= Como X es de razon de verosimilitud monétona en Ty 6y < 6,
L(Z,02)

es decreciente en T' y el contraste anterior puede escribirse

L(Z,00)

1 T(Z) < k*

P@ =y T@) =k

0 T(Z) > k*

» Considerar ahora el contraste

0 si T(Z)>c
1l—p@)=¢ 1—v si T@)=c
1 si T(Z) <c

= Fste contraste 1 — ¢ es de la misma forma que ¢*, luego por N&P es
de maxima potencia entre los de su tamano. Su tamafo es

EGo(lfﬁp):l*EeO(‘p):l*O‘

Sea otro contraste ¢’ con E (¢’ |60y) = a. Entonces 1 — ¢’ cumple que
E(l-¢'|0)=1-ay

Vo<, 1-E@W|0)=EQ-¢ [0)<E(1-¢|0)=1-E(p]|0)

luego E (p | 0) < E (¢ | 6) para todo 6 < 6.

Ejemplo 2. Sea X < Exp () y el contraste

H()I A < 2
Hiq: A>2
Hay razén de verosimilitud monétona en T'= — > X, porque
f (@] A2) <>\2)" S i (e
A< = = = (2] e xmlamh)
P F@IA) M

es creciente en — > x;. Por tanto, un contraste éptimo serfa

. 1 =) x;>c=) z;<c
@)=l TEETemL
0 =Y zi<c=) xz>c

ya que el caso Y x; = ¢ tiene probabilidad 0 porque Y X; <~ (n, A) es continua.
La regién critica seria

R.C. = {a‘:" le < qgamma(a,n,Q)}



Ejemplo 3. Sea X < B(p) y el contraste

H()Z p<0’2
Hll p>0’2
Como
f (@] p2) <p21—p1>zxi<1—p2>n .
p1L<p2 = 5 —~=\|— es creciente en T;
f (@) p11—p2 1—p1 Z

1—
pues g—f > 1y 1_2;
T=5% X

Segin Karlin-Rubin, un contraste éptimo seria

> 1, entonces hay razén de verosimilitud mondtona en

1 Yaxi>c
p(@) =97 XYwi=c
0 Ya;<c

con ¢y v calculados para que E (¢ | p=0'2) = «. Por ejemplo, si a = 005 y
disponemos de una muestra de tamano 5,

Pr[T > 3] = 1-pbinom(3,5,0.2) = 0’00672
T =Y X;—B(5p) = { Pr[T >2]=1-pbinom(2,5,0.2) = 0’05792
Pr[T = 3] = dbinom(3,5,0.2) = 0’0512

luego c=3y
005 =FE (¢ |p=02)=Pr[T >3]+ ~Pr[T = 3]

_ 005 — Pr[T" > 3]

B Pr[T = 3]
Asi, ¢ seria el contraste aleatorizado uniformemente mas potente, y no habria
un contraste deterministico 6ptimo a nivel a.

= 08453125



