Test de la razon de verosimilitudes

8 de marzo de 2023

Como en la situacion general no existe el test UMP, es interesante disponer
de métodos de contraste basados en principios razonables que permitan disenar
test adecuados en cualquier circunstancia. El mas importante de estos métodos
es el de la razdén de verosimilitudes, que coincide con el de Neyman-Pearson para
hipétesis simples y que guarda una estrecha relacién con el principio de maxima
verosimilitud.

Definiciéon 1. Sea X una variable aleatoria con distribucién perteneciente a
una familia {Fy, § € © C R¥}. El estadistico de la razén de verosimilitudes
para el contraste Hy : 8 € O frente a Hy : § € © \ Og se define como:

supyce, L(7,0) _ SUPgep, L(z,0)

A, (T) = — = ~
@) supgpeeo L(7, 0) L(Z, 0mv)

que verifica por su definicién 0 < A < 1.

Definicién 2. El test de razén de verosimilitudes para el contraste Hy : 6 € O
frente a Hy : 0 € © \ O se define como:

1 si A(Z) <c
W@ = @) s A@)=c
0 si A(Z) > ¢

con ¢ € (0,1) y  tales que para un nivel de significacién « verifiquen que

sup Ey(p) =«
ASSH)

Ejemplo 1. Sea X = Exp(A). Se considera el contraste Hy : A = 3 frente a
H; : ) # 3. Estadistico de la razén de verosimilitudes:

fg(xh...,xn) - fg(f)

AT = =
(x) supA>0f,\($1,---,$n) fl/i(f)

= (37)" exp[-n(37 — 1)] = ¢(37)

La funcién g(y) = y™ - e~ tiene derivada

g(y)=ny" e —yte Wn =ny" e (1 —y)
—_——
>0

luego A crece si 3T < 1 y decrece si no. En concreto, si n = 15 la grafica del
estadistico de la RV en funcién de 3% es:
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obtenible por ejemplo asi:

n <- 15
Landa <- function (x3) x3"n * exp(-n*(x3-1))
plot (Landa, 0, 3)

Para buscar el valor de ¢ se puede proceder asi:

15
XZEpB) — 3 X ZA(153)
=1

Hy

= X = ~(15;45)

— 3% 240515

= 1—a="Pr[A > ] =Prla <~v(15;15) < ]

Llegados aqui, podria pensarse en tomar dos colas (—oo, a] y [b, 00) de probabi-
lidades § cada una:

ggamma (c(alfa/2,1-alfa/2), 15, 15)

Por ejemplo, para a = 0,05:
0.5596924 1.5659747

Por otro lado, para hacerlo con rigor haria falta obtener el valor de ¢. Dado
un valor ¢, se obtendrian a y b asi:



argmax <- optimize (Landa, c(0,3), maximum=TRUE) $ maximum
a <- uniroot (function (x) Landa(x)-c, c(0,argmax)) $ root
b <- uniroot (function (x) Landa(x)-c, c(argmax,3)) $ root

luego la bisqueda de un ¢ éptimo para cierto o podria ser:

prob <- function (c)
{
a <- uniroot (function (x) Landa(x)-c, c(0,argmax)) $ root
b <- uniroot (function (x) Landa(x)-c, c(argmax,3)) $ root
1 - diff (pgamma (c(a,b), 15, 15))
+
cOptimo <- uniroot(function (c) prob(c)-alfa, c(0.01,0.99))$root

Si o = 0,05, entonces el test de la RV se obtiene con ¢ = 0,1434. Para calcular
su RC hacen falta

aOptimo <- uniroot(function(x)Landa(x)-cOptimo,c(0,argmax))$root
bOptimo <- uniroot(function(x)Landa(x)-cOptimo,c(argmax,3))$root

y se obtiene
RC={Z |3z <0,5735} U{Z | 3z > 1,5986}

Otra forma de obtener una aproximacién de ¢ usa el método de Montecarlo:

distroRV <- Landa (rgamma (1le7, 15, 15))
cOptimo <- quantile (distroRV, alfa)

Si se dispone de una muestra, se puede calcular directamente el P-valor sin
necesidad de buscar explicitamente la RC. Por ejemplo, sea la muestra

X <- ¢ (0.10518, 0.09668, 0.16034, 0.08352, 0.62414, 0.17303,
0.02056, 0.24611, 0.05616, 0.16425, 0.35605, 0.26343,
0.19961, 0.04536, 0.00634)

## usando Montecarlo

LandaX <- Landa (3 * mean(X))

prob (LandaX) # aproximacién numérica

mean (distroRV < LandaX) # P-valor = 0.0232

## usando distribucién exacta de 3media = gamma(15;15)

## suponiendo dos colas equiprobables

2 * min (p <- pgamma(3*mean(X), 15, 15), 1-p) # P-valor = 0.0283

## buscando c

¢ = Landa(3*mean(X))

a <- uniroot(function (x) Landa(x)-c, c(0,1))$root # a = 3mediaX

b <- uniroot(function (x) Landa(x)-c, c(1,3))$root

pgamma(a,15,15) + 1-pgamma(b,15,15) # P-valor = 0.02315864

Ejemplo 2. Considerando una version unilateral del ejemplo anterior,

Hy:A<3  Hi:\>3



el estadistico de razén de verosimilitudes seria

o Sllp/\<3 f)\(xl,...,xn)
(l’ = =
SuPyr>o f)\(fL'l, . 7.’1/'”)

f{jff;) = (32)"exp[-n(3Z — 1)] = g(3%), Ouv >3 < 3z<1
1, by <3 < 32>1

con regién critica R.C. = [3X < a] con a = Pr[R.C. | Ho] = Pr[y(n,n) < al.
Paran =15y a = 0,05, a = qgamma (0.05,15,15) = 0,6164.

Landal <- function (x3) ifelse (x3 < 1, Landa(x3), 1)
plot (Landal, 0, 3)
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El test de la razén de verosimilitudes es funcién de cualquier estadistico
suficiente y con frecuencia se puede expresar en términos de estadisticos sencillos
con distribucién conocida; en caso contrario puede resultar complicado calcular
la distribucion de A, siendo necesario recurrir a distribuciones asintoéticas, que
bajo condiciones de regularidad son conocidas; otra dificultad con la que nos

podemos encontrar es la busqueda de supremos para el calculo del estadistico
A.

Teorema 1. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién Fy,
con # € © C R, que verifica las condiciones de regularidad! necesarias para

1Vistas en el tema sobre estimacién puntual:



la existencia de solucién unica de la ecuacién de Verosimilitud é y conver-
gencia asintética del E.M.V.: f(A —0) N N(0,+/I , donde I(6
E [(% In fx (X, 0))2] =F { 5oz In fx (X, 0)} es la mforma(:lon de Fisher sobre

0 aportada por una observacion de X.

El estadistico de la razén de verosimilitudes para el contraste Hy : 8 = 6y
frente Hy : 0 # 6 verifica:

(i
—21nAn:—21nM N X3

L(#,,0,) Ho

Demostracion. Aplicando el desarrollo de Taylor a I(Z,,,0) = In L(Z,, ), consi-
derada como funcién de 6, en torno a 6,, se tiene que:

- - 0., 0?
s 0) = UEn,00) + (0 = ) 5510, 0)lg, + 5 (0= 00 5T, Ol
=0

con |6% —0| < |0, —6|. Valorando el anterior desarrollo en el punto 6 y operando
se tiene:

L S5 9?
—2In A, = =2[U(Zn, 00) — UiZn, 0,)] = —(0p — 0,)? 8021( ,0)]ox
Multiplicando y dividiendo por nl(6y),
O U(En, 0)]o;

— — _h \2 0062

Cuando Hj es cierta, bajo las condiciones de regularidad sabemos que se
verifica:

nI(0)(6n — 00) = N(0,1) = nI(6o)(fn —00)* = 2

por el teorema de Mann-Wald?, y ademds
c.s.

0 =00 = 05 = 6

Por otro lado, por la ley fuerte de los grandes nimeros se tiene que

2

102 0? B
Iy [aggz(x 9)] —I(6y)

noge KOl =52 g

1(Xi,0)]o

" 0#£0 = Fy # Fy
» el soporte {z | f(z,0) > 0} no depende de 6
= 0y pertenece a un intervalo abierto de ©

» f(z,0) es derivable dos veces respecto a 6

» las integrales [ ) 5074 (@, 0)‘ dz son finitas para i € {1;2}

2Teorema de Henry Mann y Abraham Wald, o del mapeo continuo: X, — X, g continua,
= g(Xn) — g(X), sea en ley, probabilidad o casi seguro.



Aplicando el teorema de Slutski®, si Hy es cierta

—2InA, =+ X3

Ejemplo 3. Continuando el ejemplo 1 (pdg. 1),

alfa <- 0.05

## RC = [-2 1n Landa > k] con -2 1ln Landa = ji2(igl)

k <- gchisq(l-alfa, 1) # 3.841459

n <- 15

Landa <- function (x3) x3"n * exp(-n*(x3-1))

X <- ¢ (0.10518, 0.09668, 0.16034, 0.08352, 0.62414, 0.17303,
0.02056, 0.24611, 0.05616, 0.16425, 0.35605, 0.26343,
0.19961, 0.04536, 0.00634)

menos2lnlandaX <- -2 * log (Landa (3 * mean (X)))

menos2lnlandaX > k # TRUE => rechazamos HO

1-pchisq(menos2lnlandaX, 1) # 0.02241106 p-valor aproximado

Vamos a ver a continuacién otras situaciones en las que se dispone de resul-
tados asintéticos del TRV para contrastar Hy : 0 = 6, frente a Hy : 6 # 6y con
6 € © C R* bajo ciertas condiciones de regularidad.

Un resultado andlogo se obtiene en el caso k-paramétrico:

Teorema 2. Sea X una v.a. con distribucién perteneciente a una familia Fy, 6 €
© C R*. Bajo condiciones de regularidad, el TRV para contrastar Hy : 6 = g
frente a Hy : 6 # 6, verifica que

—2In A(Z) A X: bajo Hy

A su vez el resultado anterior puede generalizarse a través del siguiente
teorema:

Teorema 3. Sea X una v.a. con distribucién perteneciente a una familia Fy, 6 €
© C R*. Consideramos ©g un abierto de dimensién p.

Bajo condiciones de regularidad, para realizar el contraste Hy : 6 € © frente
a Hy : 0 ¢ O, se verifica que

—2InA(#) 5 x3_, bajo Hy

Ejemplo 4. Sea X = N(p,0) y X = (X4,...,X,) una muestra suya. Aplicar
el TRV al contraste Hy: pu = po, Hi: p # po-

. L L L , L P
381 X, = X y Y, = ¢, entonces X, Y, = c¢X. Recuérdese que Y;, = ¢ = Y, ELINPY



siendo

Bajo Hy,




- 2 - 2
(T — po) (T — po)
————(n-1)=——"n=F,_1
Sl -1y = £ ,
siendo 52 la cuasivarianza, por lo que podemos buscar la regién critica a partir

de alguna de esas expresiones; por ejemplo:
T — pig
§:4/n
que es la férmula habitual empleada en el contraste ¢ para una muestra.

Nétese que, cuando n — oo, t,—1 — N(0,1), luego —2In A — x? = x3_,
como se sigue del teorema.

Re - |

> t7l—1,1—‘2)‘:|

Un caso particular del TRV para contrastar homoscedasticidad en distribu-
ciones normales nos lleva al test de Bartlett.

Ejemplo 5. Sean X; = N(u;,0;), i = 1,..., I independientes. De cada pobla-

cion ¢ se extrae una muestra aleatoria simple Xl = (Xi1,...,Xin,). Considérese
el contraste Hy : 03 = --- = o2 frente a H; : “no todas las varianzas son
iguales”.

Entonces

= gin restricciones,

I 1 i I Zyil(%j*uﬁz
L(E.0.3) — Yo T
(@,1,0) = H 7] © '
; i

SupL(f,ﬁ,&) = L(f,Al,MV,n-,,[LI,MV,a'l,MV,-~-7a'I,MV)

== L(f,(fl,...,.’f[,sl,...,S[)

con - o
2 Zj:l(xij - T;)
(3
= bajo Hy, .
ol 1 n _2{21 Ejél(mij*/wi)Q
L(m7/,4’ g-) = (W) O E—
donde n = > n,.

I ng
B > i Zj:1($ij —i)?

In L(Z, i,0) = —g(ln 21 + Ino?)

202
RN 1 n;
0= Ol L(Z ji,oc)  n_ n Dim1 2 (i — pa)?
B do? 202 204



I ng
no_ Die1 Zj:l(mij — i)

202 204

I n;
=30 (i — )

i=1 j=1

Respecto a las p;, la verosimilitud se maximiza con u; = &; y, por tanto,

52 Zz 1 Z (xlj i)2 _ Zle ni81‘2

n n
luego el TRV en este contexto es:
A — L(.Z‘,i‘l,...,i‘[,s)
L(Z,Z1,...,Z1,81,---,81)
n Ele Z;Lil(zij*i'i,)2
1 e 252
V2ms?

Ty -
ng _ZI Zjél(zij’zi)2
i=1 232
e i

con distribucion asintética bajo la hipdtesis nula X%I—(I+1) =x2_

I
H
—2InA = — Zni Ins? + nlns? TO> X7,
=1
Una alternativa a este test es el Test de Bartlett, modificacién del anterior

para acelerar la convergencia asintética. Se considera que la aproximacién es
véalida si n; > 5:

I
i( S (= 1) In(s2) + (n I>1n<§2>>%>x%1

i=1

I
1 1 1
=1 —_— — _
=it 3ro <;ni—l n—I)

El inconveniente de los dos test anteriores es que son muy sensibles a la falta
de normalidad. Por ello, cuando esta restriccién no se verifica suele emplearse el
Test de Levene que efectiia un Anova sobre las variables Z;; = |X;; -X, |, cuya
distribucién no depende de p; y que tienen media dependiente de o2. También
existen modificaciones de este test que en vez de comparar cada variable con
la media de sus grupo lo hacen con la mediana muestral de su grupo (test de
Brown-Forsythe) o la media recortada. Estos estimadores son mas robustos que
la media muestral para estimar la esperanza (los valores poblacionales de p, la
mediana y la media recortada coinciden en una poblacién normal).

con




