Teorema de Wilks (caso unidimensional): demostraciones detalladas

chati

18 de marzo de 2026

1. Planteamiento
Sean X7i,..., X, i.i.d. con densidad f(x;0), 8 € © C R. Definimos
n(0) = log f(Xi10),  An = 2(Ln(0n) — £n(00)),
i=1
donde én es el estimador de maxima verosimilitud y Hy : 6 = 6.

Teorema 1 (Wilks, caso unidimensional). Bajo condiciones regulares adecuadas,

An—>X1'

2. Hipdtesis minimas (formulacién precisa)
Trabajamos bajo las siguientes condiciones locales alrededor de 6y:

(H1) (Diferenciabilidad cuadrética en media) Existe una funcién score £(z, ) tal que

/ (VFG0) ~ V0] — 40— 00)i(a,60)V T 80)) iz = of(0— 00)?).

(H2) (Informacién finita y positiva)

1(00) = Eg,[£(X, 60)?] € (0,00).

(H3) (Consistencia del MLE)

(H4) (Regularidad local para segundas derivadas) Existe § > 0 tal que

1
sup  [=0/(0) —EL(9)] 5o,
|6—60]<5 | T

y 0 — El/(0) es continua en 6.



3. Estructura global de la demostracion

Una expansion de Taylor y la ecuacion del score implican

_ 6(00)?
_Zg(e_n)

An (1+ op(1)).

Por tanto basta demostrar:

wlﬁgl”(%) = N(0,1(6)),
_%g;;(én) Ly 1(60).

La primera es un TCL estéandar. La segunda requiere un argumento més fino.

4. Demostracion A: LLN uniforme 4+ consistencia

Sea
82
g(x,0) = —wlog f(z;0).
Entonces n
1 1
—=0"0) =~ X;,0).
200 = 2 DX 0)
Descomponemos
1 ~
~ > _9(Xi,0n) — Eg(X, 60) = An + Bn,
con )
Ap =~ > 9(Xi,0n) —Eg(X,0,), Bn=Eg(X,0,)—Eg(X,00).
Paso 1: A,

Por (H4) (LLN uniforme local), A, 2o,

Paso 2: B,
Por continuidad de § — Eg(X,0) y (H3), B, — 0.

Conclusién

L 0(6) D 1(60).



5. Demostracion B: via LAN
Definimos h = /n(6 — 6y). Bajo (H1) se obtiene la expansién LAN:

2% <90 + ;ﬁ) - En(eo) = hA\,, — %hQI(Qo) + Op(l),

con

A, = \}ﬁz;(eo) — N (0, 1(60)).

El MLE maximiza esta expansién cuadratica:

~

hn = T;O) + 0P<1)~

Sustituyendo:
A7

A, = 1 2
I(QQ) + OP( ) = X1

6. Comentarios

La demostraciéon A depende de un LLN uniforme (equicontinuidad estocéstica). La B usa es-
tructura LAN y evita controlar derivadas segundas evaluadas en estimadores aleatorios.

A. Apéndice: formulacion en lenguaje de Le Cam

Sea &, = {P}’ : § € ©}. Bajo (H1)-(H2), la familia es LAN en 6y con experimento limite
gaussiano:

E: {N(h[(@o),[(@o)) the R}

El estadistico de razén de verosimilitudes converge al correspondiente en el experimento limite,

que es:
ZQ
£ Z~ N(0,I(6p)).

Por el tercer lema de Le Cam, se obtiene la convergencia a x3.
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