Convergencia de funciones evaluadas en

estimadores

y su aplicaciéon al estadistico de razoén de verosimilitud
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1 Introduccion

Un problema recurrente en estadistica asintética consiste en determinar el comportamiento
limite de una sucesion de la forma gn(én), donde én es un estimador que converge en prob-
abilidad al verdadero parametro 6y, y g, es una sucesion de funciones que aproxima cierta
funcion limite g. El caso méas elemental, en que g, = g es fija y continua, queda resuelto
por el Teorema de la aplicacion continua (Continuous Mapping Theorem, CMT). Sin
embargo, cuando la funcién misma varia con n — como ocurre con la segunda derivada
normalizada de la log-verosimilitud — se necesita un resultado adicional que autorice la
sustitucion del argumento fijo 6y por el argumento aleatorio 0,.

El objetivo de este documento es doble. En la Seccién 2 se enuncia y demuestra el

teorema general de convergencia para sucesiones g¢,(6,). En la Seccion 3 se aplica dicho

resultado para derivar la distribuciéon asintotica del estadistico —2In A en el caso més



simple: hipotesis simple Hy: 6 = 6, frente a alternativa unidimensional Hy: 6 # 0y. Este

resultado se conoce como Teorema de Wilks [5].

2 Un teorema de convergencia para sucesiones g,(6,)

2.1 Antecedentes: el Teorema de la aplicacién continua

Recordamos el resultado clasico del que partimos.

Teorema 2.1 (Teorema de la aplicacion continua [4, Teor. 2.3|). Sea X, = X ¥y sea

g: R¥ — R™ continua en x para casi todo x bajo la distribucion de X. Entonces g(X,) 2
9(X).

El Teorema 2.1 cubre tinicamente el caso de funcion fija g. Cuando la funcién también

cambia con n, la conclusion puede fallar si g, no aproxima g con suficiente uniformidad.

2.2 El resultado principal

Teorema 2.2 (Convergencia de g,(6,)). Sea © C R un espacio paramétrico y 0, € ©.

Supongase que:
(C1) 6, 2 0,.
(C2) Eziste un entorno abierto U 3 Oy tal que

n—o0
— 0

suplg, (1) — ()

(C3) g es continua en 6.
Entonces g,(0,) = g(6p).

Observacion 2.3. La condicion (C3) suele ser consecuencia de (C2): si las g, son equicon-
tinuas en 6y y convergen puntualmente alli, su limite g hereda la continuidad. FEn la
préactica, (C2) se establece mediante una ley uniforme de los grandes nimeros (LUGN);

véase van der Vaart [4, Cap. 5|.

Proof. Descomponemos el error mediante la desigualdad triangular:

192(0n) = 9(00)] < |90 (00) — 9(0)] + |g(b2) — 9(00)] -

~

M (1)

Sea € > 0 arbitrario.



Control del término (II). Por (C1), 6, 2 6, y por (C3), g es continua en 6. El

Teorema 2.1 garantiza que g(én) s (), luego para n suficientemente grande
Pr(lg(6.) — 9(00)| > 5) < 5.

Control del término (I). Por (C2), existe N; tal que para todo n > Ny, sup,c |gn(t) —
g(t)| < /2. Por (C1), existe N tal que para todo n > Ny, Pr(d, ¢ U) < ¢/2. En el
evento {f, € U} se tiene

)

190(02) — 9(0,)] < igglgn(t)—g(t)l <

N ™M

de modo que, para n > max(Ny, Ny),
Pr(1ga(0n) = 9(0n)| > 5) < Pr(da ¢ U) < 5.
Conclusién. Por la subaditividad de la probabilidad,
Pr(lgn(0) = 9(60)| > 2) < Pr(1ga(6.) = 9(6.)] > 5) +Pr(lg(6) = 9(00)] > 5) < =

para n suficientemente grande. Como ¢ es arbitrario, g, (0,) <> g(6o). O

3 Distribucion asintotica de —21In A: Teorema de Wilks

3.1 Marco y notaciéon

Sean X1, ..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con den-
sidad f(-;0), donde 8 € ©® C R. Definimos la log-verosimilitud

(o) = Zlnf(xi;ex

y el estadistico de razon de verosimilitud para el contraste Hy: 0 = 6 frente a Hy: 6 # 6,

es
SUpgee, L(0)  L(by)

A p— p—
SUpgee L(0) L(6,)

donde 6,, denota el estimador de méxima verosimilitud (EMV) y L(6) = ¢®. El estadis-
tico de la prueba es
W, = —2InA = 2[((9,) — ((6)].



La informacién de Fisher se define como

7(6) = Ey

(%lnf(X;Q))j = —Ey [aﬁ—;mf(X;@)] :

3.2 Condiciones de regularidad
Adoptamos las condiciones de regularidad estandar [3, Cap. 9
1. El soporte de f(-;0) no depende de .
2. /() es tres veces diferenciable en un entorno de 6.
3. Z(fy) existe, es finita y estrictamente positiva.
4. Las derivadas hasta tercer orden de In f(X;0) son dominadas por una funcion inte-

grable uniformemente en un entorno de y (condicién de dominacion de Crameér).

3.3 Enunciado

Teorema 3.1 (Wilks, 1938 [5]). Bajo Hy y las condiciones de reqularidad anteriores,

d
W, = —2InA = 3.

3.4 Demostracion

La prueba se estructura en cuatro pasos.

Paso 1: Expansion de Taylor.
Expandimos £(6) en torno al EMV 6,,:

6(90) = E(én) + gl(én) (‘90 - én) + %Eﬂ@n) (90 - én)Q + %6”/(9;) (90 - én)3a

donde 07 esta entre 0y y 0,,. Como el EMV satisface la ecuacion de puntuacion €’(én) =0,

obtenemos
W, = 2[0(0,) — £(00)] = —£"(0,) (0, — 00)* — 17(6%) (0, — 6)°.

El tercer sumando es 0,(1) bajo las condiciones de dominacion |3, Lem. 9.14|, de modo
que
W, = —"(0,) (0, — 00)* + 0,(1). (1)

Paso 2: Factorizacion.



Multiplicamos y dividimos por nZ(6y) para aislar limites conocidos:

_gll(én) %) 2
W, = " X n (0, —00)" + o0p(1). (2)
v Ty
gn(0n)

~

Paso 3: Convergencia en probabilidad de g, (6,).
Definimos g,() = —n=10"(0) = —n"1 37 | % In f(X;;0).
Lema 3.2. ¢,(6,) = Z(6,).

Proof. Verificamos las tres condiciones del Teorema 2.2:

(C1) 0, & 6,: consistencia estandar del EMV bajo las condiciones de regularidad [4,
Teor. 5.1].

(C2) Por la LUGN de Glivenko—Cantelli [4, Teor. 19.4], bajo la condiciéon de dominacion

de Cramér,
82
9ult) = (~Ea, 555 m S (X)) | 2 0

sup
teU

para algin entorno U de 6.

(C3) La aplicacion 6 +— —Ego[a% In f(X;60)] es continua en 6y por el teorema de con-
vergencia dominada, y su valor en 6, es precisamente Z(6,) por la identidad de la

informacion |3, Lem. 7.3].
El Teorema 2.2 concluye que g,(6,) < Z(6y). O

Este paso es el que hace indispensable el Teorema 2.2: no es suficiente aplicar la LUGN
en el punto fijo 6y y argumentar por aproximacion, ya que én es aleatorio y se requiere

controlar g, en un entorno de 6y de forma uniforme.
Paso 4: Distribucién limite de 7, y conclusién.

Por el Teorema Central del Limite, la puntuaciéon normalizada satisface

1, 1 ¢ d
Jr 60 = 2 X b f(Xit) 5 N0, ()

La expansion de Taylor de la puntuacién en torno a 6y, junto con la LUGN aplicada a ¢,

permite mostrar que

Vi (6, —00) 5 N0, Z(6))"")  [4, Teor. 5.39],

de donde
T, = n(0, —00)2 % T(6) " A2

3



Combinando el Lema 3.2 con la convergencia de T, mediante el Teorema de Slutsky |1,
Teor. 2.8]:
A d _
Wi = ga(0n) - Tu+0p(1) = Z(6) - Z(0o) " X7 = X,

lo que completa la demostracion del Teorema 3.1. O

3.5 Generalizacion

El Teorema 3.1 se extiende al caso d-dimensional: si @ € R? y se contrasta Hy: 6 € O, (un
subespacio de dimension d—k) frente a Hy, entonces —21In A LN X3 bajo Hy |3, Teor. 16.1].
La prueba sigue la misma estructura pero requiere algebra matricial y la inversion de la

informacion de Fisher multidimensional.

Conclusion

El Teorema 2.2 acttia como el eslabén técnico que hace posible el Teorema de Wilks. La
dificultad esencial es que la segunda derivada de la log-verosimilitud debe evaluarse en
el EMV, que es aleatorio; la convergencia uniforme de g, cerca de 6y es lo que permite
trasladar la convergencia puntual en 6y (que proviene de la ley de los grandes nimeros)
a una convergencia en el punto aleatorio 6, (que es lo que efectivamente aparece en el

estadistico). Sin este argumento el paso queda como una brecha en la demostracion.
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