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21 de mayo de 2024

Objetivo:

= Determinar si los datos se ajustan a una distribucién.
= La distribucion puede

e estar completamente especificada (Hp simple);

e depender de pardmetros desconocidos (Hp compuesta).

1. Contraste \?

= Para variables aleatorias discretas con nimero finito de valores.

= En otro caso, se podria agrupar en un nimero finito de clases.

1.1. Hipdétesis nula simple Hy: X = Fj

= X variable aleatoria; X = (X1,...,X,) muestra aleatoria simple suya.
= X toma valores C1, ..., Cp.
s Vi=1,...,k, n; = numero de individuos en X iguales a Cj.

'vz:laak7pl:Pr[X:Cl]

= El contraste es
Hy: Vie{l,....,k} p;=Prp[X=0C]=p?
Hy: Jief{l,... .k} p;#p°

= La resolucién se basara en comparar

e las frecuencias absolutas observadas, n;

e las frecuencias absolutas esperadas, E; = np!

Hay dos procedimientos asintoticamente equivalentes para realizar la comparacion.



1.1.1. Razén de verosimilitudes

= Verosimilitud:
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1.1.2. Pearson

Se basa en las discrepancias cuadraticas entre las frecuencias observadas y las esperadas:
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3
= Respecto al residuo —2 Zle nlm (%4‘5) de la expansién de Taylor, por un lado

ni—EiS ni—EinS
n; = ng -
74 n; n
3
n;—FE; n
= ni —_—
non;
3
. 1
= ni|(pi —p))—
(]
n R 013
= 175 Pi *Pi|
_ il —pD)? B — Pl
P}
. 2
_ [y = )] |9 — 9}
P}
oy o
Pr
pues
. H,
Vil —pl) > N (0, Pl —p?]) ,
pi—p0 o g o stutsky | [vAi(Di —p))]” |pi — 0| Ho,
c.s. Mann&Wald |5, —pf| Ho p3 Pr
5= —— 0 p;
. Hy 0 (P) c.s.
Di — b; >0
C.S.
= Por otro lado,
n: — B
0<|af] < ’ Moy
n; c.s.
luego
1 Hy, 1
(1 +x )3 c.s.
y finalmente
k 3
1 _nz + E’L HO
2 n 0
>t ()

1.1.3. Calidad de la aproximacion asintética
Para que sea aceptable, debe verificarse que
» E; > 5 en al menos el 80 % de las clases C; y
s E; >1,5en el 20% restante.
1.1.4. Ejemplo

Para comprobar si un dado hexagonal estd perfectamente equilibrado, se lanza 120 veces y se obtienen las
frecuencias



T; 12 3 4 5 6
n;, 21 18 19 17 18 27

Contrasta si esos resultados se ajustan a una distribucién con probabilidad % por cara.

>0 <- ¢(21,18,19,17,18,27) # observadas

> n <- sum(0) # tamafio muestral
> E <-n * rep(1/6,6) # esperadas
> E # todas > 5

[1] 20 20 20 20 20 20

<- 2 * sum (0 * log (0 / E)) # razén de verosimilitudes
- pchisq (G, length(0)-1) # p-valor

vV Vv
=0

[1] 0.6700914

>D <-sum ((0 -E) ~ 2/ E) # Pearson
> 1 - pchisq (D, length(0)-1) # p-valor

[1] 0.6385699
> chisq.test (0) # el mismo p-valor

Chi-squared test for given probabilities

data: O
X-squared = 3.4, df = 5, p-value = 0.6386

> ### p-valor aproximado por Montecarlo
> ## usando chisq.test
> chisq.test (0, simulate.p.value=TRUE)

Chi-squared test for given probabilities with simulated p-value (based
on 2000 replicates)

data: O
X-squared = 3.4, df = NA, p-value = 0.6672

> chisq.test (0, simulate.p.value=TRUE, B=10000)

Chi-squared test for given probabilities with simulated p-value (based
on 10000 replicates)

data: O
X-squared = 3.4, df = NA, p-value = 0.6485



> ## "a mano"
> mean (replicate (10000,

+ {

+ 0 <- table (factor (sample(6, n, TRUE),
+ levels = 1:6))

+ E <- n * rep(1/6,6)

+ sum ((0-E)"2 / E)

+ 3

+ >= D)

[1] 0.6392

1.2. Hipotesis nula compuesta

En este caso,
Hy: X=Fy, 60O CR?

0, teniendo en cuenta que sirve para variables discretas finitas,
H(]I PI’[X:CZ} :pz(a), feOCR?

Se aplican los procedimientos anteriores pero

= sustituyendo el valor de 6 por su estimacién maximo-verosimil.

= teniendo en cuenta que la distribucién asintética es X%717 ¢

En el caso de agrupar los valores de la variable original para conseguir una distribucion discreta finita, en
rigor la EMV deberfa hacerse con los datos agrupados. En la practica, la diferencia suele ser muy pequena.

1.2.1. Ejemplo: Poisson
Considera la muestra con frecuencias

z 0 1 2 3 4 5 6
n, 1 7 7 11 6 4 4

= Comprueba si puede proceder de una Poisson con \ = 3.

= Comprueba si puede proceder de una Poisson.

> ### landa = 3

>

>0 <-c¢(1,7,7,11,6,4,4)

>n <- sum (0)

> p <= ¢ (dpois(0:5,3), 1-ppois(5.5,3))
>E<-n*p

> E # alguna menor que 5

[1] 1.991483 5.974448 8.961672 8.961672 6.721254 4.032753 3.356718



> chisq.test (0, p = p, simulate.p.value = TRUE)

Chi-squared test for given probabilities with simulated p-value (based
on 2000 replicates)

data: O
X-squared = 1.7636, df = NA, p-value = 0.949

> ### landa cualquiera
>

> ## EMV de landa con la muestra original
> weighted.mean (0:6, 0)

[1] 3.05

> ## EMV de landa con la muestra agrupada

> vero <- function (landa) prod (dpois(0:5,landa) ~ 0[1:6]) *
+ (1-ppois(5,landa)) ~ 0[7]

> optimize (vero, c(1,10), maximum=TRUE)

$maximum
[1] 3.113556

$objective
[1] 2.091637e-32

> ## una versidén mds robusta numéricamente

> logvero <- function (landa) sum (dpois(0:5,landa,log=TRUE) * 0[1:6]) +
+ ppois(5,landa,lower.tail=FALSE,log.p=TRUE) * 0[7]

> optimize (logvero, c(1,10), maximum=TRUE)

$maximum
[1] 3.113566

$objective
[1] -72.94478

>E <-n * ¢ (dpois(0:5,3.113566), 1-ppois(5.5,3.113566))
> E # cuidado si el p-valor queda cerca del nivel de significacién

[1] 1.777688 5.534948 8.616713 8.942901 6.961078 4.334755 3.831917

> D <- sum ((0-E)"2/E)
> 1 - pchisq (D, length(0)-1-1) # se estima un pardmetro

[1] 0.8926026



> ## agrupando categorias primera y segunda, y penultima y ultima
> k <- length (0)

>0 <- c (0[1]+0[2], O[-c(1,2,(k-1),k)], O[k-1]+0[k])

> logvero <- function (landa)

+ ppois (1, landa, log=TRUE) * 0[1] +

+ sum (dpois(2:4,landa,log=TRUE) * 0[2:4]) +

+ ppois(4, landa, lower.tail=FALSE, log.p=TRUE) * 0[5]

> optimize (logvero, c(1,10), maximum=TRUE)

$maximum

[1] 3.076927

$objective
[1] -64.0125

> E <-n * ¢ (ppois(1,3.076927), dpois(2:4,3.076927), 1-ppois(4,3.076927))
> E

[1] 7.517969 8.729150 8.952986 6.886921 7.912974

> D <- sum ((0-E)"2 / E)
> 1 - pchisq (D, length(0)-1-1) # se estima un pardmetro

[1] 0.8117421

Como los distintos P-valores son muy altos, la muestra puede proceder de una distribuciéon de Poisson.

1.2.2. Ejemplo: gausiana

;Provienen los siguientes datos de una distribucién gausiana?

(8.18, 7.81, 8.74, 11.95, 8.90, 9.33, 10.13, 11.23, 12.17, 9.76, 6.83, 10.79, 12.23, 8.82, 13.06, 6.34, 10.53,
10.39, 7.16, 10.59, 10.58, 10.74, 9.58, 11.11, 10.24, 10.20, 10.40, 7.14, 7.85, 11.65)

x <- ¢(8.18,7.81,8.74,11.95,8.90,9.33,10.13,11.23,12.17,9.76,6.83,
10.79,12.23, 8.82,13.06,6.34,10.53,10.39,7.16,10.59,10.58,
10.74,9.58,11.11,10.24,10.20,10.40,7.14,7.85,11.65)

n <- length (x)

k <- floor (n / 5)

(m <- mean (x)) # EMV de mu

vV V.V + + V

[1] 9.814333
> (s <- sd (x)) # y sigma

[1] 1.733429



> u <- gnorm ((0:k)/k, m, s) # umbrales

> 0 <- table (cut (x, u)) # discretizar
> E <- n * diff (pnorm (u, m, s))

> rbind(0,E)

(-Inf,8.14] (8.14,9.07] (9.07,9.81] (9.81,10.6] (10.6,11.5] (11.5, Inf]
0 6 4 3 6 6 5
E 5 5 5 5 5 5

> D <- sum ((0-E)"2/E)
> 1 - pchisq (D, k - 1 - 2) # dos pardmetros estimados

[1] 0.6593898

## verosimilitud con datos agrupados
logvero <- function (musigma, mu=musigmal[1], sigma=musigmal[2])
sum (0 * log((pnorm (u[-1], mu, sigma)) -
(pnorm (u[-(k+1)], mu, sigma))))
(emv <- optim (c(m,s), logvero, control=list(fnscale=-1)) $ par)

vV + + Vv Vv

[1] 9.843016 1.864933

> (E <- n * diff (pnorm (u, emv[1], emv[2])))

[1] 5.406141 4.757915 4.651877 4.680227 4.851979 5.651861

> rbind (0, E) # no se cumple por poco el criterio de convergencia

(-Inf,8.14] (8.14,9.07] (9.07,9.81] (9.81,10.6] (10.6,11.5] (11.5, Inf]
0 6.000000 4.000000 3.000000 6.000000 6.000000 5.000000
E 5.406141 4.757915 4.651877 4.680227 4.851979 5.651861

> D <- sum ((0-E)"2 / E)
> 1 - pchisq (D, k-1 - 2) # dos pardmetros estimados

[1] 0.684228

Si puede ser gausiana. El P-valor se aleja mucho del nivel de significacién, por lo que no hay duda. En
este caso no se debe usar simulate.p.value=TRUE porque supondria admitir que las estimaciones son los
verdaderos parametros.*

*Se podrian muestrear los pardmetros, pero eso exigirfa suponer una distribucién a priori sobre los mismos (inferencia
bayesiana).



2. Prueba de Kolmogoérov y Smirnov

Es un contraste de bondad de ajuste a una distribuciéonn continua completamente determinada. Se basa en la
funcién de distribucién empirica F), y sus propiedades como estimador de la funcién de distribucion tedrica.
Dadas una muestra aleatoria simple (X1, ..., X,,) de una variable aleatoria continua X y una hipdtesis simple
sobre el comportamiento de esa variable, que suponemos determinado por una funcién de distribucién Fy,
se plantean las hipdtesis Hy: X = Fy, Hy: X # Fy y se considera el estadistico:

Dy = sup | F(2) — Fo(z)]
z€R

que mide la distancia entre la funcién de distribuciéon empirica y la tedrica. Se rechaza la hipotesis nula
cuando su valor es alto:
RC=[D, >

X <- rnorm (30)

plot (ecdf (X), col=2, main="", xlab="", ylab="")

curve (pnorm, -5, 5, add=TRUE)

legend ("topleft",
c("","Distribucién tedérica","Distribucién empirica"),
col = 0:2, 1lwd = 2)

+ + VvV Vv VvV

o
- ] o —
— Distribucién tedrica
—— Distribucién empirica
| | | | |
-2 -1 0 1 2

10



distro <- "norm" # "unif" "exp"

F <- get (paste0 ("p", distro))

n <- 30

X <- sort (get (paste0 ("r", distro)) (m))
D1 <- (1:n)/n - F(X); Dle <- max(D1)

D2 <- F(X) - (0:(n-1))/n; D2e <- max(D2)
if (Die > D2e) {e <- 0; Dn <- Dle; i <- which.max(D1)} else

{e <- 1; Dn <- D2e; i <- which.max(D2)}
plot (ecdf (X), col=2, main="", xlab="", ylab="")
curve (pnorm, -5, 5, add=TRUE)
lines (rep(X[i],2), c(F(X[i]), (i-e)/n), col=3, 1wd=3)
legend ("topleft",

legend = ¢ ("", "Distribucién tedérica", "Distribucién empirica",
eval (substitute (expression (D[n]==Dn),
list (Dn = round (Dn, 3))))),

+ +++VVVV+VVVVVVYVY

col = 0:3, 1wd = 2)

o

— ] 9 —
— Distribucidn tedrica
—— Distribucién empirica

© D,=0.118

g

D,, toma valores entre 0 y 1 y, por el teorema de Glivenko y Cantelli, tiende a 0 cuando n aumenta. Para
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estudiar su comportamiento se definen

Dy = sup F, (z) — Fo(x)
zeR

D, = sup Fy(z) — Fu(z)

n

T€eR
ya que
D, = suﬁ |Fy(z) — Fo(x)] = sug méx {F,(x) — Fo(z), Fo(x) — Fn(z)}
xTE re

= wix {suplF () ~ Fulo)lsuplFo(o) ~ ()] | = mix(D}, D;)
zER z€R

Su célculo puede simplificarse teniendo en cuenta que la funcién de distribuciéon empirica es constante en
cada intervalo de la siguiente particion:

R = ({z(0) = —oo},z1)) Ulx), ¥(2)) U+ U [B(n—1); T(n)) U [T(n), )

luego
DF = mix L — Fy(ag)
w = mix = Folag)
n 1—1
D =méx Fy(xz)) —
n = mdx Fo(z) — —
Por tanto,
= , [ i—1].
Dn(X)max{nFO(X(i))yFO(X(i)) o 117...,’&}

y, teniendo en cuenta que
0

Fo(X) 2 U(o,1)
se tiene que Fy(X(;)) se distribuye como el i-ésimo estadistico de orden U;) de una muestra de tamafo

n de una U(0,1) y, conjuntamente (Fo(X(n)), ..., Fo(X(n))) L (Uay,-- - Uwy)- Asi, bajo Hy, D, es de
libre distribucion, es decir, su distribuciéon no depende de la distribucién de X. Esto permite calcular la
distribucién de D,, bajo Hp usando la distribucién continua mas sencilla, la U(0, 1):

X; < Fo(X;) < F
Dy = sup|Fu(e)— Fola)| = sup| TS )| = up | FAXD <T@} o)
z€R z€R n z€R n
U; < ; p— 1
= sup M—u ZméX{Z—U(Z‘),U(i)—Z i:l,...,n}
0<u<1 n n n

Puesto que los saltos que tiene la funcién de distribucién empirica son multiplos’ de %, el valor mas pequeno

que puede tomar D,, es ﬁ, que corresponde al mejor ajuste que se puede lograr con n saltos de altura % en

valores del intervalo [0,1] a la funcién de distribucién de la U(0,1). Asi, bajo Hy, la funcién de distribucién

fDe hecho, como se trata de variables continuas, la probabilidad de que se repita un valor y se obtenga, por tanto, un salto
mayor que %, es nula.
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de D,, es

1—1

Pr(D, <z) = Pr|mix {Z U, Upy —
n

izl,...,n}<z}

- 1
= Pr :LU(Z),U(Z)Z§ZVZ].,,TL:|

L n
[ 4 i—1 .
= Pr 7—Z§U(i) <—+4+2zVi=1,...,n
n n
1 0 v <0
_ 2n—1
Prl:DTLSQ’[’L+U:| = <*> OS’USZT
2n—1
1 v > S
Uy =25 v u@y=gr+v puy=gn v
<>k> = / - s / . / . n! dU(l) dU(g) ce dU(n)
U(n)="2n — Y U(2)=2, ~V YU Tz, Y

0<u (1)< <u(n)<1

Es tedioso evaluar la integral porque el recinto de integracién cambia de forma segin el valor de v. Por

ejemplo [3, pag. 108], paran =2y 0 <v < 21 = 3,

1 u(2)=%+v u(1>=i+v
Pr <D2 < 1 + ’U) = 2!/ / dU(l) dU(Q)
1 u

uy=53-v Jugy=g-v

0<u(1y<u(z)<l

No hay solapamiento entre los intervalos cuando % +v> % — v, es decir, cuando v > %. Luego, si v < i,

1 uwey=1+v pugy=itv
o <D2 =1t v) B 2/ / duqy) duz) = 2(2v)*

u=4-v Jum=i-v

Cuando % <o < %,
mostrada en la figura:

sin embargo, el cédlculo se complica porque el recinto de integracion tiene la forma

text (c(3/4-v,1/4+v)+eps, c(3/4-v,1/4+v)-eps,
¢ (expression(over(3,4)-v), expression(over(1,4)+v)))

> plot (c(0,1), ¢(0,1), type="1",

+ xlab=expression(u[(1)]), ylab=expression(u[(2)]))
> v <- 0.4 # por ejemplo; 1/4 < v < 3/4

> polygon (c( 0,3/4-v,1/4+v,1/4+v,0),

+ c(3/4-v,3/4-v,1/4+v, 1,1),

+ 30, 25)

> eps <- 0.05

>

+
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Para muestras de tamano grande se usa la aproximacién

z = i—1 2222
Pr (Dn S \/ﬁ> m} 1-— ;(—1) €

La distribucién se halla tabulada [1, 2] e implementada en entornos como R (ks.test). Alternativamente,
es facil implementar su distribucién mediante Montecarlo usando U(0,1).

La distribucién de D,, sirve para determinar bandas de confianza en torno a la funcién de distribucién tedrica.
Considerando el cuantil de D,, de orden 1 — «, d1_,, se tiene

l—a = Pr||F,(z) - Fo(x)| < dj_q V]
= Pr[-di_o < Fy(z) — Fo(z) < di—o V2]
Pr[F,(z) —di_o < Fo(z) < Fp(z) + di—o V2]

luego las bandas serian

(méx{0, F(z) — di—o },min{1l,d1_o — Fr(x)}) z€R
Para contrastes unilaterales se usan D)} y D, .

14



2.1. Ejemplo

Contrasta si los siguientes datos proceden de una distribucién gausiana de media 10 y desvio tipico 2: (8.18,
7.81, 8.74, 11.95, 8.90, 9.33, 10.13, 11.23, 12.17, 9.76, 6.83, 10.79, 12.23, 8.82, 13.06, 6.34, 10.53, 10.39, 7.16,
10.59, 10.58, 10.74, 9.58, 11.11, 10.24, 10.20, 10.40, 7.14, 7.85, 11.65).

> X <-c¢ (8.18, 7.81, 8.74, 11.95, 8.90, 9.33, 10.13, 11.23, 12.17,
+ 9.76, 6.83, 10.79, 12.23, 8.82, 13.06, 6.34, 10.53, 10.39,
+ 7.16, 10.59, 10.58, 10.74, 9.58, 11.11, 10.24, 10.20,
+ 10.40, 7.14, 7.85, 11.65)
> ### compararacién grafica
> plot (ecdf (X), col=2) # empirica
> FO <- function (x) pnorm (x, 10, 2) # tedrica
> curve (FO, add=TRUE)
ecdf(X)
S
c
LL

6 8 10 12

> ### funcidn ks.test
> ks.test (X, FO)

One-sample Kolmogorov-Smirnov test
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data: X
D = 0.11309, p-value = 0.797
alternative hypothesis: two-sided

> ks.test (X, pnorm, mean=10, sd=2) # lo mismo

One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: X
D = 0.11309, p-value = 0.797
alternative hypothesis: two-sided

> ### "a mano"

> Dn <- function (X)

+{

+ n <- length (X)

+ Xo <- sort (X)

+ Dmas <- (1:n)/n - FO0(Xo)

+ Dmenos <- FO(Xo) - (0:(n-1))/n
+ max (Dmas, Dmenos)

+ }

> Dn(X) # en la muestra del enunciado

[1] 0.1130881

> ## aproximacién del Pvalor por Montecarlo
> mean (replicate (10000,

+ Dn (rnorm (length(X), 10, 2)))
+ >= Dn(X))
[1] 0.7985

Los nombres de las opciones (mean, sd) relativas a los pardmetros de las distribuciones se pueden consultar
en la ayuda de R: ?pnorm

Téngase en cuenta que, al ser D,, de libre distribucion, la simulacién de Montecarlo puede hacerse sin recurrir
a la F concreta:

> distriDn <- function (n)

+ replicate (10000,

+ {

+ Xo <- sort (runif (n))

+ Dmas <- (1:n)/n - Xo

+ Dmenos <- Xo - (0:(n-1))/n
+ max (Dmas, Dmenos)

+ P

> ## aproximacidén del Pvalor por Montecarlo
> mean (distriDn (length (X)) >= Dn(X))

[1] 0.7967
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De hecho, es mas comodo usar directamente la funcién de R:

> n <- length (X)

> distriDn <- replicate (10000, ks.test (runif (n), punif) $ statistic)
> ## aproximacidén del Pvalor por Montecarlo

> mean (distriDn >= Dn(X)) # Dn(X) = sup|Fn-FO| con F0=N(10;2)

[1] 0.8023
> ks.test (X, pnorm, 10, 2) $ p.value
[1] 0.7970045

> ## regién critica RC = [Dn > c] con Pr[RC]=0,95
> quantile (distriDn, 0.95)

95%
0.2397588
2.2. Ejemplo

El contraste de Kolmogdrov y Smirnov se debe usar sélo cuando la distribucion bajo Hy estd completamente
especificada. Si no, sobreajusta la distribucién y tiende a no rechazar la hipétesi nula.

> set.seed (2)
> X <- runif (200)
> ks.test (X, pnorm, mean = 1/2, sd = sqrt(1/12))

One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: X

D = 0.11822, p-value = 0.007469
alternative hypothesis: two-sided

> ks.test (X, pnorm, mean = mean(X), sd = sd(X))

One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: X
D = 0.09281, p-value = 0.06377
alternative hypothesis: two-sided

2.3. Caso discreto

En este caso D,, no es de libre distribucion, pero es ficil obtener un P-valor mediante montecarlo o con una
biblioteca informatica:
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### datos de ejemplo

n <- 100 # tamafio muestral

m <- 5; p0 <- .3 # parametros de la distri bajo HO

x <- rbinom (n, m, pO0)

### estadistico

FO <- stepfun(0:m, pbinom(-1:m, m, p0))

Dn <- function (x) max (abs (ecdf(x)(0:m) - FO(0:m)))
### montecarlo

distri <- replicate (1e4, Dn(rbinom (n, m, p0)))
mean (distri >= Dn(x))

VVVVVVVVYVYV

[1] 0.8448

> ### biblioteca

> ## sudo apt-get install libfftw3-dev

> ## install.packages ("KSgeneral")

> KSgeneral: :disc_ks_test(x, FO, exact=TRUE)

One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: x
= 0.02922, p-value = 0.8427
alternative hypothesis: two-sided

3. Prueba de Cramér y Von Mises

Es similar a la de Kolmogérov y Smirnov (que usa la distancia del supremo?) pero para medir la distancia
entre tedrica y empirica usa la norma L?:

W2 — / T (Fu(z) — Fo(2))? dFy(x)

RC = [W? > (|

Otra forma de expresarlo:?

nLEGHY) [ 2 n, P@an) 7y 2
nW? nZ/ (Z - Fo(m)> dFy(z) = nZ/ (Z - u) du
. 0] n i=0 7 Fo(z@)) n

1=0

1 " /2 —1 S| " /2 —1 2
— — Folzys - —u
2n " ; < on 0(:”(”)) 2n " ; ( on “(”>

donde se ve que es de libre distribuciéon. Para comprobar la igualdad en Maxima:

7 /* Fli] := FO(x(i)) */
n*sum(integrate((i/n-u) "2, u, F[i], F[i+1]), i, 0, n) ; /* Origen */
1/(12*%n) + sum(((2*i-1 )/(2* )-F[i])"2, i, 1, n) ; /* Destino */

—~ P = 3iF n+32 Fiy  FPn® =3iFin+3i° F,
"2 o o

(% ol)

fTambién llamada del infinito o de Chebichof (Chebyshév, Ue6nimés).
§Con T(g) = —00 Y T(ny1) = OO.
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1 (21 2
TR ( e F)
define (sumandoO(i), integrate((i/n-u)"2, u, F[i], F[i+1])) $
sumandoFiO :

n*subst ([F[i-1] = 0, F[i+1] = 0], ratsimp(sumandoO(i-1) 4+ sumandoO(i)))

/* sumando asociado a F[i] */

define (sumandoD(i), ((2*i-1)/(2*n)-F[i])"2) $
sumandoFiD : expand (sumandoD(i)) $
sinFi(x) := freeof (F[i], x) $

conFi(x) := not sinFi(x) $

)

(% 02)

filtrar (suma, predicado) := apply ("+”, sublist (maplist (identity, suma), predicado)) $

sumandoConFi : filtrar (sumandoFiD, conFi) ;
is (factor(sumandoFiO) = factor(sumandoConFi)) ;
/* los sumandos en F[i] coinciden */

3F*n + (3 —6i) F;
3n

2F;
LR

3

true

define (sumandoSinFi(i), filtrar (sumandoFiD, sinFi)) $

TIdestino : ratsimp (nusum (sumandoSinFi(i), i, 1, n) + 1/(12*n));

/* término independiente en Destino */

F[0] : 0 $F[n+1] : 1 $sinF(x) := freeof (F, x) $

TTorigen : filtrar (expand (n*sumandoO(n)), sinF) ;

is (TIorigen = TIdestino) ; /* los términos independientes coinciden */

n

3

n

3

true
> x # muestra del ejemplo anterior
[113224121111412240101103112331222
[38] 1113122331101201020010220212202
[76] 21410114221422211121211001

> stem (x) # representar distribucién
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The decimal point is at the |

0 | 00000000000000

0 |

1 | 0000000000000000000000000000000000000
1]

2 | 000000000000000000000000000000

2 |

3 | 0000000000000

3

4 | 000000

> goftest::cvm.test (x, pnorm, mean=10, sd=2)

Cramer-von Mises test of goodness-of-fit
Null hypothesis: Normal distribution
with parameters mean = 10, sd = 2
Parameters assumed to be fixed

data: x
omega2 = 33.311, p-value < 2.2e-16

> goftest::cvm.test (x, pnorm, mean=10, sd=2, estimated=TRUE)

Cramer-von Mises test of goodness-of-fit

Braun's adjustment using 10 groups

Null hypothesis: Normal distribution

with parameters mean = 10, sd = 2

Parameters assumed to have been estimated from data

data: x
omega2max = 3.3332, p-value < 2.2e-16

> ## con parametros estimados, el p-valor puede cambiar
> goftest::cvm.test (x, pnorm, mean=10, sd=2, estimated=TRUE)

Cramer-von Mises test of goodness-of-fit

Braun's adjustment using 10 groups

Null hypothesis: Normal distribution

with parameters mean = 10, sd = 2

Parameters assumed to have been estimated from data

data: x
omega2max = 3.3331, p-value < 2.2e-16

De la ayuda ?goftest::cvm.test

Note that Braun’s method involves randomly dividing the data into two equally-sized subsets,
so the p-value is not exactly the same if the test is repeated. This technique is expected to work
well when the number of observations in ‘x’ is large.
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4. Prueba de Anderson y Darling

Se trata de otra prueba para distribuciones continuas. Comparada con KS y CvM, da mas peso a las colas
de la distribucién: " [y (2) — Fo(a)]?
n\T) — Lolx
A.::nu/m dFy(x
e R = ()] )

Al usar, como en las otras pruebas, estadisticos de orden trasformados por la funcién de distribucién, se llega
a la siguiente expresién en que se observa claramente que es un estadistico de libre distribucién:

n

A=—-n-— Z Qi; 1 (In Fo(z()) In[1 — Fo(@(n—i+1))])

i=1

/* origen: n¥sum(integrate((i/n-u)"2/(ux(1-w)), u, F[il], F[i+1]), i, 0, n) */

/* destino: -n - sum((2*i-1)/n*(log(F[i])+log(1-F[n-i+1])), i, 1, n) */

remarray(F) $

assume (F[i]>0, F[i+1]>0, F[il<1, F[i+1]<1, F[i+1]>F[i]) $ /*la segunda sobrax/

define (sumandoO(i), ratsimp(integrate((i/n-u)~2/(ux(1-uw)), u, F[i], F[i+11))) $

define (sumandoD(i), (2%i-1)/n*(log(F[i]l)+log(1-F[n-i+11))) $

/* no vale la anterior porque busco los tErminos con F[i] */

define (sumandoD(i),

ratsimp ((2*i-1)/n*log(F[i]) + (2x(n-i+1)-1)/n*log(1-F[i]))) $

/* origen tiene tErminos con F[i] para i y para i-1 */

sumandoOconFi(i) := partition(expand(sumandoO(i)),F[i])[2] +
partition(expand(sumando0(i-1)),F[i])[2] $ /* para i=1..n */

is (expand(-sumandoD(i)) = expand(n*sumandoOconFi(i))) ; /* true */

sumandoO : partition(sumando0(0),F[0])[2] $

F[0] : 0§

''sumandoO ; /* 0 */

sumandoNmasl : partition(expand(sumandoO(n)),F[n+1])[2] $

Fln+1] : 1 $

' 'sumandoNmasl ; /* -1 *x/

/* para i=0..n los tErminos en F[i] coinciden */
/* para i=0 el sumando en origen es nulo */
/* para i=n+1 el sumando en origen aporta -1 que, por n, */
/* es -n = el tErmino independiente del destino */

> x # muestra del ejemplo anterior

11 3224121111412240101103112331222132312
381 1113122331101201020010220212202323331
[f51] 21410114221422211121211001

> goftest::ad.test (x, pnorm, mean=10, sd=2)

Anderson-Darling test of goodness-of-fit
Null hypothesis: Normal distribution
with parameters mean = 10, sd = 2
Parameters assumed to be fixed

data: x
An = 909.88, p-value = 6e-06
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> goftest::ad.test (x, pnorm, mean=10, sd=2, estimated=TRUE)

Anderson-Darling test of goodness-of-fit

Braun's adjustment using 10 groups

Null hypothesis: Normal distribution

with parameters mean = 10, sd = 2

Parameters assumed to have been estimated from data

data: x
Anmax = 101.64, p-value = 0.0005998

> goftest::ad.test (x, pnorm, mean=10, sd=2, estimated=TRUE) # cambia

Anderson-Darling test of goodness-of-fit

Braun's adjustment using 10 groups

Null hypothesis: Normal distribution

with parameters mean = 10, sd = 2

Parameters assumed to have been estimated from data

data: x
Anmax = 104.79, p-value = 0.0005998

5. Diagramas cuantil-cuantil y probabilidad-probabilidad

5.1. QQplot

Una gréfica cuantil-cuantil representa puntos cuyas coordenadas vienen dadas por cuantiles - (i = 1, ..., n):
i

» tedricos F'y ! (7) como abscisas;
n

» muestrales z(;) como ordenadas.

Como el cuantil de orden 1 es infinito para muchas distribuciones importantes (gausiana, exponencial, ¢,

F...) se modifican los érdenes ;- usando alguna correccién. Por ejemplo, la funcién ppoints de R usa

t—a
n+(l1—a)—a

» Por omisién se usa el criterio de Blom [4]
3/8 n<
a =
1/2 n>

& para muestras pequenas.
4

i
n+

que produce los cuantiles

s Cona= % se llega al criterio de Tukey: r:fl
3

o . R 3
= Con a = 0 se tiene la correccién simple T
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Los érdenes de tales cuantiles son siempre simétricos respecto a %:
(%i6) corregido(i) := (i-a) / (n + (1-a) -a) ;

(%06) corregido(i) := —————-------——-
n+(1-a -a
(%i7) corregido(i) + corregido(n-i+1);
i-a n-1i-a+1
(hory — mmmmmm—— b o

(%i8) ratsimp(%);
(%08) 1

Ejemplo en R para una x3:

n <- 300; k <- 3

muestra <- rchisq(n, k)

qqplot (qchisq(ppoints(n), k), muestra)

## Para afiadir una linea de referencia:

qqline (muestra, distribution = function(x) qchisq(x,3))

V VvV Vv Vv Vv

14
l

12

muestra

gchisq(ppoints(n), k)
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5.2. Caso gausiano (QQnorm)

Si X = N(u,0), entonces su funcién de distribucién es

FX(x):cP(I_M)

g

donde @ es la de la gausiana tipica N'(0,1). En R se representan los puntos:

ol (S U B T
( (n+<1—a>—a>’x<“>l et

Si es cierta la hipétesis nula de gausianidad los puntos deberian disponerse en torno a una linea recta:

> n <- 100
> qqnorm (rnorm (n, 170, 10))

Normal Q-Q Plot

o

o

w_

—
0
2 R -
=
C
©
>
o
Q@
g
d 3
(79 R—

o
o

o o

LO_

— o

o
o)
I I I I I
-2 -1 0 1 2

Theoretical Quantiles

> qqnorm (x <- rt (n, 1)); qqline (x)
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Normal Q-Q Plot

500
l

0

-500

Sample Quantiles

—1000
l

—-1500
l

—-2000
l

Theoretical Quantiles

> qqunorm (rexp (m)); qqline (x, col=2)
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Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles
(@]

Theoretical Quantiles

5.3. PPplot

Una alternativa mucho menos usada son los diagramas probabilidad-probabilidad o porcentaje-porcentaje,

que representan los puntos
i1—a
—  F i =1,...,
(n+(1—a)—a O(x(z))> ! n

LY (O i=1,....n
n+(1—a)—a s

> x <- sort (rnorm (m, 170, 10))
> plot (ppoints(n), pnorm(x,mean(x),sd(x)))

En el caso gausiano,
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1.0

0.6
|
B¢

pnorm(x, mean(x), sd(x))

%

I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6

ppoints(n)

> x <- sort (rt (n, 1))
> plot (ppoints(n), pnorm(x,mean(x),sd(x)))
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ppoints(n)

6. Pruebas de gausianidad

6.1. Lilliefors

Basada en una modificacién del estadistico KS:

D, = sup|F,(x)— Fo(:r)| = sup | F(7) — Fiv(x,9)7)|
zeR zeR
-X
= sup Fn(m)—¢><m )’
z€R S

Al usar en el ajuste los pardmetros estimados a partir de la muestra, en general D,, tomara valores mas
pequenos que los de KS.

Al igual que la uniforme o la exponencial, la distribucién gausiana mantiene su forma (salvo localizacién y
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escala) por lo que D,, es de libre distribucién bajo Hy: X = N.

-X X; < -X
D, = supFn(a:)—(P(x)‘:sup#{x}—@(x )’
z€R Sx zEeR n Sx
#{Xio__ﬂ < z%‘u} T—p X—p

_ . _® o o

igg n ( *% >

Y; < -Y

= | z&__¢(y )’

yeR n SY

X7
o

con Y; = = N(0,1). Por tanto, se puede simular su comportamiento generando muestras A (0, 1).

> X <- 1:200
> nortest::1lillie.test(X) # usando biblioteca de R

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

data: X
= 0.059128, p-value = 0.08578

> ## P-valor aproximado por Montecarlo:
> n <- length(X)
> mean (replicate (1le4,

+ ks.test (Xb <- rnorm(n),

+ pnorm, mean(Xb), sd(Xb)) $ statistic)
+ >= ks.test (X, pnorm, mean(X), sd(X)) $ statistic)

[1] 0.0868

Puede emplearse (véase 34) esta estrategia también para la exponencial £(A) y la uniforme 4(0, 6).

6.2. Shapiro y Francia

Se basa en la misma idea que las gréficas cuantil-cuantil. Considérese una muestra gausiana tipica y sea
Zy = (Zay,---,Zwn))" la correspondiente muestra ordenada. Sea X() = (X(1),...,X(n))" una muestra
ordenada proveniente de una poblacién X. Si X es gausiana N (u, o), entonces X (-) se puede expresar como
trasformacién lineal de Z(.):

Xy = p+0Za
Entonces una medida adecuada de la gausianidad serfa el coeficiente de determinacion W entre )?(.) y

— i—3
m=FE(Z.)~®! (n_%):

Cov*(Z(y,m) _ [Mlza —2)(mi ’

) _
Var(Zy)Var(m) > (z@) —2)2 ) (m;

m)] [ mi(za) —

2(F, 1) = 7))
FE0. ™ DD TR ST

La regioén critica seria RC = [W < ¢].

> X <- 1:60
> nortest::sf.test (X)
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Shapiro-Francia normality test

data: X
W = 0.96619, p-value = 0.0872

> n <- length(X)

> Z <- qnorm (ppoints (n, a=3/8))

> W <- function (X) cor (sort(X), Z) ~ 2
> W(X) # igual que sf.test

[1] 0.9661861
> mean (replicate (le4, W(rnorm(n))) <= W(X)) # P-valor aprox

[1] 0.0928

6.3. Shapiro y Wilk

Se trata de una prueba muy potente, por lo que se ha popularizado como la prueba de gausianidad por
antonomasia¥:

> X <- 1:60
> shapiro.test (X)

Shapiro-Wilk normality test

data: X
W = 0.95523, p-value = 0.02761

Su idea es similar al de Shapiro y Francia pero tiene en cuenta también las covarianzas entre los estadigrafos
de orden. Considérese una muestra gausiana tipica y sea Z(.y = (Z(1), ..., Z(n))t la correspondiente muestra
ordenada. Sean sus esperanzas y covarianzas

Zq) Zq)
m=FE| V=Var| : Z;=N(0,1)Vi=1,...,n
Z(n) Z(n)
Sea X(,) = (X(l),...,X(n))t una muestra ordenada proveniente de una poblaciéon X. Si X es gausiana

N (u, o), entonces se puede expresar
Xy = p+ 023

9% %

Estimando p y ¢ por minimos cuadrados generalizados! hay que minimizar los residuos “mahalanobizados

70y = nl = 02 'V E — pl = 0Zy] =

= (fm - [T Z) {ZDtV* (fm - [T 7] [ZD =

1Es la tnica disponible en R bésico.
ISi 7= X8 +&con E(@ =0y Var(e) =V, entonces g = (X*V-1X)t XtV 17,
**https://es.wikipedia.org/wiki/Distancia_de_Mahalanobis
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con

La estimacién de 3 es

g = (2viziztv! x()
gl [Ttvi vt 1t V-
G MV mty -l m? &0

mty—1 —Ttv-im) [ 1t
—mtv - 11 tv-rr | mt o
T VT

VTRV L — (1HV —1)2

miv - 1m —mtV ] [T
—1v-lm TV | | 1
= X(.

DV =1Tmt V=1 — (1tV —1m)2
[mtvlmft —mty 1 Imt]
—TtV-lmIt + 1tV Hmt
DV 1Tmt V=l — (1tV —1m)?2
[mtvl(mft — Imt)vlf(.)]
V=HImt — mlh)V—1a.
DV Tmt V=l — (1tV —1m)2

MtV It - Imt )Vl
b T Tmv—m — (V-1m)2
v-HIm! — m1Y) V17,
DV Tmt V=t — (1tV —1m)2

(son escalares) =

_1f

N2

i

Q»
I

Para distribuciones simétricas’t se tiene 1*V =11 = 0 y entonces

VRV mivTE

v-imtv-tm o mtVoln

ag =

El estadigrafo W del contraste fue definido originalmente [5] como la estimacién de la pendiente o de la
regresion arriba planteada multiplicada por una constante normalizadora (tipificadora):

- 1> ~ oo 1> - —1= — _ 2
W= 52 (mtV—1m)? (emtVv=tm)? 1 (MIV=rE )2 1 miv-t 1
o S = = S = S = = x
mtV-IV-1mn S22 mtV-1V-1mnS2 ||tV =12 nS? |tV =1 ) ns2
TTEn tal caso, m es simétrica, m; = —My—it+1,y V es bisimétrica (simétrica y persimétrica), luego también lo es

VTl =[vilij ¥ Vij = Vji = Un—jtin—itl = Vn—it1n—j+1. Entonces T'V=lm = 350 | 3% | v; jmy =
2 .

S my (S0 vig = Sy ving) + I imparmag (X010 e = S0 v, w1 ) =
2 2

Etn/ ! 5 (i1 i — i Vn—it1n—jt+1) + 0= Ztn/ JmJ (oFey iy — 2o viyy) = 0 (véase

https //math stackexchange. com/quest1ons/648856/how—to prove-that-the-inverse-of-a-persymmetric-matrix-is-
also-persymmetric).
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siendo S? = %Z:;l(Xi — X)? la varianza muestral. Habitualmente se expresa de alguna de las siguientes
maneras:

n n 2
{Zz\-:zlj a;,—)z'+1(X(n—i+1) - X(i))}

W p—
nS?2
_ 42
{Zizl al(‘ )(X(i) - X)}
o nS2
no(n) 2
B {Zizl a; X(i)}
B nS?2
donde
al™ oy
T e
an

Se verifican las siguientes propiedades:

n n

e A |

P 0< M o<

n—1 —

Para su calculo se puede usar una funcién de R o aproximar mediante Montecarlo:

> options (width=70)
>n <- 50; x <- 1:n
> shapiro.test (x)

Shapiro-Wilk normality test

data: x
W = 0.95558, p-value = 0.05809

### para ahorrar tiempo
## save (m, V, file="shapiro.rda")
load ("shapiro.rda") # ojo: sirve sélo para n=50

> ## B <- 1e8 # repeticiones Montecarlo

> ### exige mucha memoria:

> ## Z <- t (replicate (1e8, sort(rnorm(n))))
> ## m <- colMeans (Z)

> ## V1 <- solve (var (2))

> ### versidén mas ligera:

> ## m <- numeric (n)

> ## V <- matrix (0, n, n)

> ## for (i in 1:B)

> {

> ## xi <- sort (rnorm (n))

> ## m <- m + xi/B # medias

> ## V <~ V + tcrossprod (xi, xi) / B # medias de productos
> ## }

>

>

>

32



> V1 <- solve (V - tcrossprod (m, m)) # inversa de matriz de cov.

> a <- drop (V1 %*% m) / sqrt (drop (m %*} V1 %*% V1 }*) m))

> W <- function (x) sum (a * sort(x)) ~ 2 / sum ((x - mean(x)) ~ 2)
> W (x)

[1] 0.955301
> mean (replicate (1e5, W (rnorm (n))) <= W (x)) # P-valor

[1] 0.05719

6.4. Cramér - Von Mises y Anderson-Darling

Estas pruebas, ya vistas para la hipotesi nula simple Hy: X = Fj, pueden adaptarse para la hipdtesi com-
puesta de gausianidad Hy: I, 0, X = M(u, o). Se usan los mismos estadigrafos que para Hy simple pero
sobre los datos tipificados mediante las estimaciones muestrales de media y desvio; luego se realiza un ajuste
por tamano muestral. Para CvM:

1 " Ty — T 2i—17°
= —_— @ —
W 12n+§:{ < s ) 2n }

1
wr = <1 + > W
2n
Para AD:
1 n
i=1
AY =

3 9
1+—+-— |4
( +4n+4n2>

con ¢y =P (%) Se usan W* y A* para calcular el P-valor, pero suelen mostrarse Wy A:

> X <- 1:60
> nortest::cvm.test (X)

Cramer-von Mises normality test

data: X
W = 0.087, p-value = 0.1646

> nortest::ad.test (X)

Anderson-Darling normality test

data: X
A = 0.64345, p-value = 0.08892
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7. Otras familias de distribuciones continuas

La idea de Lilliefors (emplear KS para hipdtesi nula compuesta porque D,, no cambia por trasformaciones
de ubicacién y escala) puede emplearse con la familia gausiana (ya visto), la exponencial y la uniforme. Por
ejemplo con U(0, 9):

X; < X; <
D, = sup M _ Fé(l‘) = sup #{ ? Jj} — r
z€R n 0<z<0 n X(n)
X< /0 28 #Yi<yl
= sup - = I
0<z<f n X(n)/9 0<y<1 n Y(n)

. H . . . . ;s
conyY; = % = U(0,1). Esa misma idea puede aplicarse también a los estadisticos de CvM y AD.
Para implementar estos contrastes, si no encontramos un paquete informdatico adecuado, podemos usar
Montecarlo**. Por comodidad, siguiendo la sugerencia de [6], se puede modificar el cédigo de ciertas funciones
de R para adaptarlo a un problema concreto. Por ejemplo, si quisiéramos usar CvM para hipdtesi nula de
distribucién exponencial, modificariamos en nortest: :cvm.test el renglén

p <~ pnorm((x - mean(x))/sd(x))
por

p <- pexp(x / mean(x))
Quedarfa:

> cvm.exp <- function (x)

+1{

+ DNAME <- deparse (substitute(x))

+ x <- sort(x[complete.cases(x)])

+ n <- length(x)

+ if (n < 8)

+ stop("sample size must be greater than 7")

+ p <- pexp(x / mean(x))

+ W <= (1/(12 * n) + sum((p - (2 * seq(1:n) - 1)/(2 * n))"2))
+ WW <- (1 + 0.5/n) * W

+ if (WW < 0.0275) {

+ pval <- 1 - exp(-13.953 + 775.5 * WW - 12542.61 * WW"2)
+ }

+ else if (WW < 0.051) {

+ pval <- 1 - exp(-5.903 + 179.546 * WW - 1515.29 * WW~2)
+ }

+ else if (WW < 0.092) {

+ pval <- exp(0.886 - 31.62 * WW + 10.897 * WW"2)

+ }

+ else if (WWw < 1.1) {

+ pval <- exp(1.111 - 34.242 * WW + 12.832 * WW"2)

+ }

+ else {

HComo en la pagina 29.
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+ warning ("p-value is smaller than 7.37e-10,

+ cannot be computed more accurately")

+ pval <- 7.37e-10

+ }

+ RVAL <- list(statistic = c¢(W = W), p.value = pval,

+ method = "Cramer - Von Mises exponencial',
+ data.name = DNAME)

+ class(RVAL) <- "htest"

+ return (RVAL)

+ }

La aproximacién del P-valor mediante Montecarlo podria hacerse asi:

X <-1:20
n <- length(X)
B <- le4 # numero de iteraciones
distrilW <- replicate (B,
cvm.exp (rexp (n)) $ statistic)
mean (distriW >= cvm.exp (X) $ statistic)

vV + VvV Vv VvV

[1] 0.026

La distribucién cumple con el tamano del contraste para cualquier exponencial:

## RC = [W > k]

alfa <- 0.05

k <- quantile (distriW, 1-alfa)

## vale para cuaquier valor de landa
(landal <- runif (1, 0, .1))

V VvV Vv VvV

[1] 0.05660434

> (landa2 <- runif (1, 100, 200))

[1] 145.2118

> mean (replicate (B, cvm.exp (rexp (n,landal)) $ statistic) > k)
[1] 0.0505

> mean (replicate (B, cvm.exp (rexp (n,landa2)) $ statistic) > k)
[1] 0.051

Ojo, porque el P-valor devuelto directamente por cvm.exp puede alejarse bastante, ya que su cédlculo estd
implementado especificamente para la distribucién gausiana:

> nortest::cvm.test (X)
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Cramer-von Mises normality test

data: X
W = 0.029002, p-value = 0.8511

> cvm.exp (X)

Cramer - Von Mises exponencial

data: X
W = 0.2619, p-value = 0.0007799
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