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1. Introduccion

Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria simple de una distribucién continua y simétrica
respecto a 0 (bajo la hip6tesis nula). Definimos el estadistico de Wilcoxon para una

muestra como
n
+ _ E :
T — Rz ]i7
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donde R; es el rango de | X;| entre | Xi|,...,|X,| (con R; € {1,...,n}) e [; = L(g00)(X;) es
el indicador de que la observacién es positiva.
El objetivo es demostrar que, bajo Hy,

T+ — E[T7]

4 N(0,1),
Var(T+)

y proporcionar explicitamente la esperanza y la varianza.

2. Independencia de signos y rangos

Bajo Hy, la distribucién de X; es simétrica continua alrededor de 0. Entonces:
» Los signos sgn(X;) son independientes entre si y de los valores absolutos | X;|.

» Los rangos R; son una funciéon inicamente de los valores absolutos, luego también son
independientes de los signos.

» Ademaés, los signos son equiprobables: P(I; = 1) = 1/2, e independientes.

Por tanto, el vector (Ry,..., R,) es una permutacién aleatoria uniforme de {1,...,n}
independiente de (I, ..., I,).



3. Esperanza y varianza de T

3.1. Esperanza

Usando la independencia,

B[ = Y B(RIE =Y MEL 21D

3.2. Varianza

No podemos sumar simplemente las varianzas porque los R; no son independientes. Sin
embargo, aprovechamos que Y ;" | R; = n(n + 1)/2 es constante.

Var(T+) = Z\/ar (Ril;) + > Cov(Ril;, R;I).

i=1 (]
Dado que I; y R; son independientes:
Var(RiI;) = E[RFIE[I]] — (E[R|E[L])* = %E[R?] — L (E[R))*.
Para i # j, usando la independencia entre (I;, I;) v (R;, R;),
Cov(Ril,, By 1) = EIRRJE[LL] ~ EIRJE[LEIR,JEIL] = | Cov(R, R).

Entonces

var(T+)=Z<%E[R§] 4(ER ) Zcov (Ri, R;).
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Z Cov(R;, R)) Z Var(R

i#j
pues Var() . R;) = 0 implica ), Var(R;) + Zi# Cov(R;, R;) = 0. Sustituyendo:

Var(T*) = Z( E[RY] — - ER ) - Z\/ar
- Z( B[R] - {(ER.) - (B[] - (ER»?))
= Z Z]E[Rﬂ.

Observamos que

Como los rangos son una permutacién de {1,...,n}, E[R?] = 13" k* = w. Por
tanto,
1 1)(2 1 1)(2 1
Var(T+) = Lo (n+ )é n+1) n(n+ 2)51 n+ )



4. Distribucién exacta de T bajo H,
Un hecho clave: la distribucién de 7" no depende de la distribucién subyacente de los | X||
y es idéntica a la de > i B;, donde By, ..., B, son independientes con P(B; = 1) = 1/2.

Demostracion. El vector de rangos (Ry,. .., R,) es una permutacién aleatoria uniforme
independiente de los signos. Sea ¢ la permutacion tal que R,(;) = ¢. Entonces

T = iRz[z - iZ[o(l)
i=1 1=1

Como o es independiente de (I, ...,1,) vy los I; son i.i.d. Bernoulli(1/2), la variable

(Is(1ys - - -» Lo(ny) tiene la misma distribucién que (Iy,...,I,). Luego T* 4 > iB; con B
i.i.d. Bernoulli(1/2). O

5. Normalidad asintotica mediante el TCL de
Lindeberg

Consideremos la representacién T = " | iB; con B; i.i.d. Bernoulli(1/2). Definimos
l i?
Vi=iB,  m=E¥]=L ol =Va(¥)=".

Entonces

n

Sy =T+ =E[T] = (Yi—m), — Var(S Z .=

=1

n(n+1)(2n+1)
51 :

Para aplicar el teorema central del limite de Lindeberg a la suma de variables
independientes (pero no idénticamente distribuidas) f—”, debemos verificar que para todo
e >0,

1 n
= D E[(Yi— 1) 1y pijsesiy) — 0 (n = 00).
n =1
Observamos que |Y; — ;| < % < Z. Por otra parte,

\/n(n +1)(2n+1) 03?2
Sn = ~
24 V12
Luego, para cualquier € > 0 fijo, existe N tal que para todo n > N se cumple § < es,,. En
consecuencia, para n suficientemente grande, el conjunto {|Y; — ;| > €s,} es vacio, y la
suma del limite de Lindeberg es exactamente 0. Por tanto, la condicién se satisface
trivialmente.
Aplicando el TCL de Lindeberg, concluimos que
TT —E[T]
Var(T+)

(n — o0).

4 N(0,1).



6. Conclusion

Hemos demostrado que bajo la hipdtesis nula de simetria alrededor de cero:

- E[T+] _ n(n4+1)

.« Var(T+) = not)enty

T+—E[T+] e i
" = ) converge en distribucion a una normal estandar.
ar

La prueba se basa en la independencia entre signos y rangos, la representacion exacta de

T+ como suma ponderada de Bernoulli independientes, y la aplicacién directa del teorema
de Lindeberg.



