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1. Introducción

Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria simple de una distribución continua y simétrica
respecto a 0 (bajo la hipótesis nula). Definimos el estad́ıstico de Wilcoxon para una
muestra como

T+ =
n∑

i=1

Ri Ii,

donde Ri es el rango de |Xi| entre |X1|, . . . , |Xn| (con Ri ∈ {1, . . . , n}) e Ii = 1(0,∞)(Xi) es
el indicador de que la observación es positiva.
El objetivo es demostrar que, bajo H0,

T+ − E[T+]√
Var(T+)

d−→ N (0, 1),

y proporcionar expĺıcitamente la esperanza y la varianza.

2. Independencia de signos y rangos

Bajo H0, la distribución de Xi es simétrica continua alrededor de 0. Entonces:

Los signos sgn(Xi) son independientes entre śı y de los valores absolutos |Xi|.

Los rangos Ri son una función únicamente de los valores absolutos, luego también son
independientes de los signos.

Además, los signos son equiprobables: P(Ii = 1) = 1/2, e independientes.

Por tanto, el vector (R1, . . . , Rn) es una permutación aleatoria uniforme de {1, . . . , n}
independiente de (I1, . . . , In).
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3. Esperanza y varianza de T+

3.1. Esperanza

Usando la independencia,

E[T+] =
n∑

i=1

E[Ri]E[Ii] =
n∑

i=1

n+ 1

2
· 1
2
=

n(n+ 1)

4
.

3.2. Varianza

No podemos sumar simplemente las varianzas porque los Ri no son independientes. Sin
embargo, aprovechamos que

∑n
i=1Ri = n(n+ 1)/2 es constante.

Var(T+) =
n∑

i=1

Var(RiIi) +
∑
i ̸=j

Cov(RiIi, RjIj).

Dado que Ii y Ri son independientes:

Var(RiIi) = E[R2
i ]E[I2i ]− (E[Ri]E[Ii])2 =

1

2
E[R2

i ]−
1

4
(E[Ri])

2.

Para i ̸= j, usando la independencia entre (Ii, Ij) y (Ri, Rj),

Cov(RiIi, RjIj) = E[RiRj]E[IiIj]− E[Ri]E[Ii]E[Rj]E[Ij] =
1

4
Cov(Ri, Rj).

Entonces

Var(T+) =
∑
i

(1
2
E[R2

i ]−
1

4
(ERi)

2
)
+

1

4

∑
i ̸=j

Cov(Ri, Rj).

Observamos que ∑
i ̸=j

Cov(Ri, Rj) = −
∑
i

Var(Ri),

pues Var(
∑

iRi) = 0 implica
∑

iVar(Ri) +
∑

i ̸=j Cov(Ri, Rj) = 0. Sustituyendo:

Var(T+) =
∑
i

(1
2
E[R2

i ]−
1

4
(ERi)

2
)
− 1

4

∑
i

Var(Ri)

=
∑
i

(1
2
E[R2

i ]−
1

4
(ERi)

2 − 1

4

(
E[R2

i ]− (ERi)
2
))

=
∑
i

1

4
E[R2

i ].

Como los rangos son una permutación de {1, . . . , n}, E[R2
i ] =

1
n

∑n
k=1 k

2 = (n+1)(2n+1)
6

. Por
tanto,

Var(T+) =
1

4
· n · (n+ 1)(2n+ 1)

6
=

n(n+ 1)(2n+ 1)

24
.
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4. Distribución exacta de T+ bajo H0

Un hecho clave: la distribución de T+ no depende de la distribución subyacente de los |Xi|
y es idéntica a la de

∑n
i=1 i Bi, donde B1, . . . , Bn son independientes con P(Bi = 1) = 1/2.

Demostración. El vector de rangos (R1, . . . , Rn) es una permutación aleatoria uniforme
independiente de los signos. Sea σ la permutación tal que Rσ(i) = i. Entonces

T+ =
n∑

i=1

RiIi =
n∑

i=1

i Iσ(i).

Como σ es independiente de (I1, . . . , In) y los Ii son i.i.d. Bernoulli(1/2), la variable

(Iσ(1), . . . , Iσ(n)) tiene la misma distribución que (I1, . . . , In). Luego T+ d
=

∑n
i=1 i Bi con Bi

i.i.d. Bernoulli(1/2).

5. Normalidad asintótica mediante el TCL de

Lindeberg

Consideremos la representación T+ =
∑n

i=1 iBi con Bi i.i.d. Bernoulli(1/2). Definimos

Yi = iBi, µi = E[Yi] =
i

2
, σ2

i = Var(Yi) =
i2

4
.

Entonces

Sn = T+ − E[T+] =
n∑

i=1

(Yi − µi), s2n = Var(Sn) =
n∑

i=1

σ2
i =

n(n+ 1)(2n+ 1)

24
.

Para aplicar el teorema central del ĺımite de Lindeberg a la suma de variables
independientes (pero no idénticamente distribuidas) Sn

sn
, debemos verificar que para todo

ε > 0,
1

s2n

n∑
i=1

E
[
(Yi − µi)

21{|Yi−µi|>εsn}
]
−→ 0 (n → ∞).

Observamos que |Yi − µi| ≤ i
2
≤ n

2
. Por otra parte,

sn =

√
n(n+ 1)(2n+ 1)

24
∼ n3/2

√
12

(n → ∞).

Luego, para cualquier ε > 0 fijo, existe N tal que para todo n ≥ N se cumple n
2
< εsn. En

consecuencia, para n suficientemente grande, el conjunto {|Yi − µi| > εsn} es vaćıo, y la
suma del ĺımite de Lindeberg es exactamente 0. Por tanto, la condición se satisface
trivialmente.
Aplicando el TCL de Lindeberg, concluimos que

T+ − E[T+]√
Var(T+)

d−→ N (0, 1).
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6. Conclusión

Hemos demostrado que bajo la hipótesis nula de simetŕıa alrededor de cero:

E[T+] = n(n+1)
4

,

Var(T+) = n(n+1)(2n+1)
24

,

T+−E[T+]√
Var(T+)

converge en distribución a una normal estándar.

La prueba se basa en la independencia entre signos y rangos, la representación exacta de
T+ como suma ponderada de Bernoulli independientes, y la aplicación directa del teorema
de Lindeberg.
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