1. (4 puntos) Sea X una poblacién con distribucién v(p,a) de la que se obtiene la muestra
aleatoria simple & de tamano 20 siguiente:

(

c(1.3 2, 3.5, 4, 2.8, 5.1, 1.5, 2.3, 3.8, 4.3, 3, 2, 0.9,
2.5, .6 1, 1.8, 1.

s 1' b b
1.7, 1.6, 1.1, 1.8, 1.4, 1)
Teniendo en cuenta que

a? 4 _ p b
p-lemary E(X)=~= Var(X) =
(p)x e (z>0) (X) a ar(X) o

fx(x) =

a) (1 punto) Halla un estadistico suficiente minimal para 6 = (p, a).

b) (1 punto) Mediante el método de los momentos, halla estimadores para p y a y
aplicalos a Z.

¢) (1 punto) Halla la estimacién mdximo-verosimil de p y de a. Compara el resultado con
el del método de los momentos.

d) (1 punto) Calcula mediante bootstrap un intervalo de confianza para p = p/a a nivel
1— = 0,95.

Resolucion

1. a) Halla un estadistico suficiente minimal para 6 = (p, a).
P 1 _ 5 np -1 _ )
Para x > 0, f(z,p,a) = N lema® — L(Z,p,a) = oW ([[x)? e o2 —
T := (] Xi,>_ X;) es suficiente por el teorema de factorizacién, tomando h(Z) =1y
anP

g(t_; 5) = g(t17t27pa a) = W (tl)pil e—at27 tl(f) = Hxh t2(f> = Zm’b [COI’l mas
rigor, se podria considerar = arbitrario y tomar h(Z) = I(z(y)), etcétera.]

N \p—1
Es minimal porque ﬁggzg = (ﬁi) e~ X #i-24i) es independiente de (p,a) <=

Bee — 1A Sa - Ty =0 = ([Ten o) = [T Tu) — 1@ = T().
Otra forma de verlo serfa considerando que la distribucién  pertenece a la familia
exponencial 2-paramétrica, pues su soporte (0,00) no depende de 6 y

el 6(p—l)lnw—aac — C(g)h(x)te(G)Tl(m)+Q2(9)T2(w)

con C(p7 CL) = 1"0{;)7 h(l‘) = 17 Ql(p7 CL) =P - 17 Tl(x) = 1HIL’7 QQ(pv (l) =—ay TQ(I) =,
o bien ()P
o —12 m Inx+nax __ mTh(x)+n2T2(x)

z,M, =—""="¢ = c(n)h(zx)e
con la parametrizacién natural n, =p — 1, 93 = —a, n = (n1,12), cuyo espacio
paramétrico H = {(n1,72) | m1 > —1,7m2 < 0} contiene un abierto de R? (por ejemplo, el
abierto (0,1) x (—1,1) estd contenido en H), luego (371 (X;), > To(X;)) =
O"InX;, =In[]X;,>" X;) es suficiente minimal, luego también ([ X;, > X;) es
suficiente minimal, pues inducen la misma particién (In es inyectiva).



b) Mediante el método de los momentos, halla estimadores para p y a y aplicalos a Z.
p=rpla, 0® =pla® = p=p?/o? a=p/o* = pum = X?/5?, amm = X /52 o, con
el estimador sesgado varianza muestral, pyv = X2/S52, aym = X /52

> mu <- mean(x); s2 <- var(x)
> (pMM <- mu~2/s2)

[1] 3.574151
> (aMM <- mu/s2)
[1] 1.527415

> ## con el estimador sesgado varianza muestral:
> 82 <- mean(x"2) - mu~2
> (pMM <- mu~2/s2)

[1] 3.762265
> (aMM <- mu/s2)
[1] 1.607805

Con mas rigor, se puede partir de los momentos absolutos:

E(X) = pla = p=a-E(X)
B(X?) = Var(X)+E2(X):§+Zé:P;p2
ey = CEN )
- GQ‘E(XQ):G'E(X)+G2-E2(X)
— E(X) N B X B X
= S Em)omE MM mom e
- p:E(ij)E(X]);z(X)E(X) = ﬁMMzﬁxz%

¢) Halla la estimacién méximo-verosimil de p y de a. Compara el resultado con el del
método de los momentos.

[,(f)p7 a,) = %Hmf—le—azm —_—

l(a) :=InL(Z p,a) =nplna—nnT(p)+(p—-1)> lnz;, —ad z; =
0=l(a)= ™2 — Y g — | (@ = ~af <0 (méximo)
amv = puv/X

I(p) :=InL(Zp,a)=nplna—nInT(p)+(p—1)> Inz; —ad z; =
0=10(p) zinlna—nl;((ﬁ)) +> Inz; =nln £ —nip(p) + Y Inz; =
nlnp —In X —ny(p) + > Inz; = nlnp — ny(p) + constante —-

Inp — ¢ (p) = constante =—> existe a lo sumo una unica p que lo satisfaga, ya que ln y ¢
son estrictamente crecientes! en (0, 00)

Hay que hallar p mediante métodos numéricos, bien como raiz de la ecuaciéon anterior,
donde Y=digamma,

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Digamma_function



> g <- function (p) n*log(p/mean(x)) - n*digamma(p) + sum(log(x))
> uniroot (g, c¢ (1e-100, 100))

$root

[1] 3.997045

$f.root
[1] -6.296073e-08

$iter
[1] 12

$init.it
[1] NA

$estim.prec

[1] 6.103516e-05

bien mediante la maximizacién de la verosimilitud perfilada en p:
In L(z,p) = npn(p/z) = nInL(p) + (p — 1) X Inz; — np

> vp <- function(p)

+ n*p*log(p/mean(x))-n*log(gamma (p))+(p-1)*sum(log(x))-n*p
> plot(vp,.001,100) # para comprobar comportamiento
> sol <- optimize(vp, c(0,100), maximum=TRUE)

> (pMV <- sol$maximum)

[1] 3.997042

> (aMV <- pMV/mean(x))

[1] 1.708138

> ## otra forma: verosimilitud perfilada en "a"

> vp <- function(a)

+ n*a*mean (x)*1log(a)-n*log(gamma (a*mean (x)))+

+ (a*mean (x)-1)*sum(log(x))-n*a*mean (x)

> sol <- optimize(vp, c(0,100), maximum=TRUE)

> (aMV <- sol$maximum)

[1] 1.708139

> (pMV <- aMV#*mean(x))

[1] 3.997044

> ## otra forma: maximizar conjuntamente en (p,a)

> optim(c(pMM,aMM),

+ function(pa)

+ {

+ p <- pali]

+ a <- pal2]

+ sum (dgamma (x,p,a, 1og=TRUE))
+ },

+ control=list(fnscale=-1))



$par
[1] 3.998465 1.709014

$value
[1] -29.75126

$counts
function gradient
41 NA

$convergence
(11 0

$message
NULL

Se observa que las estimaciones obtenidas maximizando la verosimilitud son similares a
las del método de los momentos. Pueden preferirse las maximo-verosimiles ya que el
estimador de maxima verosimilitud suele tener mejores propiedades que el del método
de los momentos.

Calcula mediante bootstrap un intervalo de confianza para p = p/a a nivel 1 — a = 0,95.

> ## bootstrap bdsico paramétrico

> mu <- mean(x); s2 <- var(x); p <- mu"2/s2; a <- mu/s2

> distri <- replicate(10000, mean(rgamma(n,p,a)) - mean(x))
> mean(x) - quantile(distri, c(.975,.025), names=FALSE)

[1] 1.772318 2.858683

> ## bootstrap bdsico no paramétrico
> distri <- replicate(10000, mean(sample(x,,TRUE)-mean(x)))
> mean(x)-quantile(distri,c(.975,.025) ,names=FALSE)

[1] 1.794875 2.840000

> ## t-bootstrap: error tipico de estima mu = raiz(sigma2/n)

> distri <- replicate (10000,

+ mean ((xb<-sample (x, ,TRUE))-mean (x))/sqrt (var (xb)/n))
> mean(x)-quantile(distri,c(.975,.025) ,names=FALSE)*sqrt (var(x)/n)

[1] 1.834237 3.030428

> ## bootstrap percentil
> distri <- replicate(10000, mean(sample(x,,TRUE)))
> quantile(distri,c(.025,.975),names=FALSE)

[1] 1.830 2.905

El método paramétrico aprovecha el conocimiento de la distribucién, por lo que seria en
principio el mejor de los cuatro métodos. También el t-bootstrap no paramétrico, en
parte, ya que aprovecha la expresiéon paramétrica del error tipico. Podrian combinarse
ambos:



> ## t-bootstrap paramétrico

> mu <- mean(x); s2 <- var(x); p <- mu"2/s2; a <- mu/s2

> distri <- replicate (10000,

+ mean ( ((xb<-rgamma(n,p,a))-mean(x))/sqrt (var(xb)/n)))
> mean(x)-quantile(distri,c(.975,.025) ,names=FALSE)*sqrt (var (x)/n)

[1] 1.840667 3.045840



