Inferencia Estadistica — 20 de diciembre de 2024 — primer parcial.

Instrucciones.

= Primera parte: TEORIA. Ordenador apagado. Tienes hasta una hora para resolverla y entregar los
folios con tu respuesta.

= Segunda parte: PROBLEMAS. En cuanto entregues la teoria, podrds encender el ordenador exclu-
sivamente para usar R y acceder al campus virtual. No hay una “tarea” en el campus virtual para
subir documentos. Has de entregar todas tus respuestas en papel: para un grafico, esb6zalo a mano
dejando claro lo que quieras destacar; para cédigo fuente, escribelo con la mayor precisién posible.
Has de entregar los folios en dos bloques separados: problema 1; problema 2.

= Justifica todas las respuestas.

Teoria (4 puntos).
1. A una inteligencia artificial se le plante¢ el siguiente problema:

Pregunta: Sea X una variable aleatoria con densidad f(x, A) = Axexp(—Ax(x—A)) I(x >
A). ;Puedes calcular el estimador maximo-verosimil de A?

Analiza si la respuesta es correcta y en caso contrario comenta los posibles fallos:

Respuesta: Para calcular el estimador de mdxima verosimilitud (EMV) del pardmetro X para una
variable aleatoria X con densidad:

f(Z|A) = Aexp(=A(z — A)) (x> A)

, 5eguimos estos pasos:
a) Funcion de Verosimilitud

L\ = ﬁ Aexp(—A(xz; — A)) = A" exp (—)\ i(a:z — A))

=1

b) Logaritmo de la Funcién de Verosimilitud

log L(A) = nlogA —AD (z; —A) =nlogA — A (Z x; — n)\)
=1 =1
c) Maximizacion de la Funcion de Verosimilitud
Derivamos respecto a X y encontramos el valor que hace que la derivada sea cero:
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Pregunta: ; Puedes resolver la ecuacion A(1 4+ 2X) = % S Ty en A?

Respuesta: Para resolver la ecuacion podemos reescribirla en términos de una ecuacion cuadrdtica
estandar.

i=1



Ahora, tenemos una ecuacion cuadritica en la forma estindar y obtenemos dos posibles solucio-
nes:

—1+ 1+ 857 a
4
Dado que X representa una cantidad fisica y debe ser positiva, seleccionaremos la solucion positiva:
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2. Explica el procedimiento de bootstrap basico para calcular intervalos de confianza.
3. Define particién suficiente y minimal. Demuestra que la particién

L(Z,0)

2 77 independiente de 6
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— —
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es suficiente y minimal.
4. Define la region critica de un contraste de hipétesis y el nivel de significacién o
Problema 1 (3 puntos). Cierta ceca fabrica monedas de forma que la probabilidad de que salga cara si
tiramos al aire la moneda ¢-ésima es p;. Es decir, distintas monedas tienen distinta probabilidad de cara.
Cada p; puede estimarse con mucha precision, por lo que dada una muestra concreta de n monedas sus p;
se suponen conocidas (¢ = 1, ..., n). Las p; provienen de una poblacién beta 3(q, q), es decir, con ambos

pardmetros iguales. Se dispone de una realizaciéon muestral de tamafio n = 10, a saber, (p1,...,P10) =
(0.449, 0.515, 0.432, 0.526, 0.433, 0.539, 0.560, 0.546, 0.476, 0.630).

En R definimos una variable que albergue la muestra:

> x <= c¢(0.449, 0.515, 0.432, 0.526, 0.433, 0.539, 0.560, 0.546, 0.476, 0.630)

> summary (x)
Min. 1lst Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
0.4320 0.4557 0.5205 0.5106 0.5443 0.6300
a) Halla un estadistico suficiente minimal para q (0,6 puntos).
Para 0 < « < 1, la densidad es
f(z) =271 - (1 - 2)"""/B(q,q)
luego la verosimilitud es
L(&,q) =[] - [I(1 —=:)?"/B(g,9)"
y el cociente de verosimilitudes es

L(&q) _Nz{™' 11— )" /B(g, Q)" _ (sz- T1(1 — aa-))"‘l
L(G,q) Ty{ " -1 — ) */Blg, @) \Ilw - 111 — %)

el cual es independiente del parametro q si y solo si

T - 1A —2) =[]wi- [](A — wi)




luego el estadistico suficiente minimal sera

Otra forma de verlo se basa en tener en cuenta que la distribucidn beta forma parte de
la familia exponencial:

r— 1 1
"~ B(g, @) Tlzi(1 — x;)

luego In [] x;(1 — «;) es suficiente minimal y, por tanto, [T x;(1 — «;) también lo es por ser
una trasformacioén biyectiva suya.

et [[zi(1—=:)

b) Halla una estimacién de q por el método de méxima verosimilitud (0,8 puntos).
Primero intentaremos encontrar el estimador maximo-verosimil:

£ = [[af"-T1I(1 — ) '/B(g,q)"
InL = (g—1)>) Inz;+(¢g—1)> In(l —x;) — nlnB(g,q)

dln L B’
0="22% Zlna:i—|—2hr1(1—asi)—nM
dq B(q, q)
luego no se puede despejar g de forma analitica, por lo que haremos una maximizacion

numeérica.
La verosimilitud se puede codificar en R de una de estas dos maneras:

> n <- length (x)
> L <- function (q) prod(x)” (g-1)+*prod(l-x)~ (g-1)/beta(q,q) n
> L <- function (q) prod (dbeta (x, g, q))

y puede maximizarse asi:

> optimize (L, c(0,100), maximum=TRUE)
Smaximum
[1] 33.08616

Sobjective
[1] 965217

luego la estimacion maximo verosimil es 33,08616.
Una comprobacién grafica podria hacerse asi:
> emv <- optimize (L, c(0,100), maximum=TRUE) $ maximum
> plot (Vectorize (L), 0, 100)
> abline (v=emv)

donde se aprecia la unimodalidad de la verosimilitud y, para comprobar la adecuacién de
la estimacion a la muestra:

> hist (x, prob=TRUE, xlim=c(0,1))
> curve (dbeta (x, emv, emv), 0, 1, add=TRUE)

donde se aprecia que, al estar los datos muy cercanos 0,5, tiene sentido un exponente q
grande en la expresién de la densidad.
Alternativamente podria haberse usado la logverosimilitud de alguna de estas formas:



> 1InL <- function (qg) (sum(log(x))+sum(log(l-x)))*(g-1)-log(beta(g,q))*n
> 1InL <- function (g) sum (dbeta (x, g, g, log=TRUE))

> optimize (1nL, c(0,100), maximum=TRUE) # el lugar del mdaximo no cambia
Smaximum

[1] 33.08617

Sobjective
[1] 13.78011

c) Halla una estimacién de g por el método de los momentos (0,8 puntos).

Como E(X) = q/2q = 1/2, hay que recurrir al momento de segundo orden.
Si empleamos un momento relativo,

S? =~ Var(X)=q¢*/4¢*(2¢+1) = 1/4(2q + 1)
2g+1 ~ 1/48?
Gy = 1/858% —1/2

Para la muestra del enunciado:

> 1/ (8*var(x)) — 1/2 # usando cuasivarianza
[1] 30.57357
> 1/ (8% (mean (x"2)-mean(x) "2)) - 1/2 # usando varianza

[1] 34.02619
Si usamos un momento absoluto,

X?2 =~ Var(X)+ E(X)?=1/4(2¢+1) +1/4
2¢g+1 ~ 1/4(X2—-1/4) =1/(4X2—-1)
gy =~ 1/(8X2—2)—1/2

En este caso, la funcion es discontinua y tiende a ‘oo cuando X2 = 2, por lo que el
estimador puede no ser consistente. De hecho, en este caso la estimacion se aleja de la
maximo-verosimil:

> 1/ (8*mean(x"2)-2) - 1/2

[1] 8.221255

d) Halla un intervalo de confianza para g a nivel 95 % (0,8 puntos).

No disponemos de pivote exacto. Podriamos pensar en pivote asintotico (ver mas ade-
lante) pero el tamano muestral n = 10 parece demasiado pequefo (aunque la distribucion
es simétrica, lo que podria ayudar a acelerar la convergencia). De momento, usaremos un
t-bootstrap paramétrico:

dis <- replicate (1000,
{
xb <- rbeta (n, emv, emv)
Lb <= function (g) prod (dbeta (xb, g, q))
qb <- optimize (Lb, c(0,100), maximum=TRUE) $ maximum
sigma <- sd (replicate (100, {
xb <- rbeta (n, gb, gb)
Lb <= function (g) prod (dbeta (xb, g, q))
optimize (Lb, c(0,100), maximum=TRUE) $ maximum}))
¢ (gb, (gb—emv)/sigma)
1)
sigma <- sd (dis[1l,])
emv — sigma % quantile(dis[2,], c(.975,.025), names=FALSE)



Al ejecutarlo varias veces se obtienen resultados como los siguientes:

[1] -46.47870 67.63799
[1] -45.80360 62.64771
[1] —-42.15039 65.92075

Esos extremos inferiores negativos no cuadran mucho, porque el parametro g ha de ser
positivo. Explorando las estimaciones obtenidas se observa que hay una acumulacién en

el extremo superior de la busqueda numérica:
> stem(dis[1,])

The decimal point is 1 digit(s) to the right of the |
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00000000000000111111111111111111111111111222222222222222222222222222+50
55555555555555555555555555566666666666666666666666677777777777777777+49
0000000000000000000000000000000000111117111211111112211171711211111111481
55555555555555555555555556666666666666666666666666677777777777777777+29
00000000000000000000111111111111111111111122222222222223333333333333+12
55555555555555555666666666666666677777777777788888888888888999999999

Si se repite el mismo cbdigo pero ampliando a 1000 el extremo superior de la busque-
da numérica, ya no se obtienen extremos negativos. Ampliaremos también a 10.000 el

numero de repeticiones para mejorar la precision de la estimacion bootstrap:

dis <- replicate (10000,
{
xb <- rbeta (n, emv, emv)
Lb <= function (gq) prod (dbeta (xb, g, q))
gb <- optimize (Lb, c¢(0,1000), maximum=TRUE) $ maximum
sigma <- sd (replicate (100, {
xb <- rbeta (n, gb, gb)
Lb <= function (gq) prod (dbeta (xb, g, q))
optimize (Lb, <¢(0,1000), maximum=TRUE) $ maximum}))
¢ (gb, (gb-emv)/sigma)
})
sigma <- sd (dis[1l,])
emv — sigma * quantile(dis[2,], c(.975,.025), names=FALSE)

VV 4+ + + + + 4+ 4+ 4+ + +V

[1] 10.53789 69.30451
Ahora el comportamiento de las estimaciones parece correcto:
> stem(dis[1,])
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> summary (dis[1,1)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
9.066 26.398 35.122 40.466 48.329 264.382

Por tanto, |CO,95(Q) ~ [10,5; 69,3]
Vamos a recurrir ahora a un procedimiento asintotico. Por el teorema central del limite,
aproximadamente

_ 1 1
X N (=,
- (2 wn-<8q-+4>)

Vn-(8g+4)-(X—-1/2) < N(0,1)
n-(8q+4)- (X —1/2 < x
Prin-(8¢+4)- (X —-1/2)?<xi, )] = 1-a
X3 ]
l Bat+D < x 12
X3 ]
Pr |8g + 4 < “1il-o = 1—«
[q+ n- (X —1/2)2)
) -
X11—a
Pr [8g < = —14 = 11—«
l TS0 X —1/22 7
2 -
X11—a 1
Pr < 2k — — = 11—«
[q 8-n-(X—1/2)?2 2]
[O, 426,86] ~ IC()795(Q)
porque
> gchisg(.95,1)/ (8xn* (mean(x)-1/2)"2) - 1/2
[1] 426.860606

luego el intervalo seria [0;426,86], demasiado ancho. La presencia de X — 1/2 en un
denominador produce una funcién discontinua que genera valores enormes cuando X ~
1/2. Sin embargo, la cobertura es buena, por lo que la aproximacién asintotica parece
adecuada; por ejemplo:

> mean (replicate (100000,
33 < gchisg(.95,1)/(8%10« (mean (rbeta(10,33,33))-.5)72)))

+



[1] 0.95149

Ten en cuenta que, si X sigue una distribucién 3(p, q), entonces tiene funcién de densidad f(x) =
zP~1. (1 — x)?"'/B(p, q), donde B es la funcién beta en R; esperanza E(X) = p/(p + q) y varianza

Var(X) =p-q/[(p+q)?- (p+q+1)].

Problema 2 (3 puntos). Se quiere estudiar el tiempo de vida (en afios) de los dispositivos eléctricos de la
marca Chispazo. Para ello se estudia una muestra de 100 de estos dispositivos eléctricos, recogiendo los
tiempos de vida resultantes en el conjunto de datos ‘Chispazo.RData’.

a) Basandote en los datos recogidos, estudia desde un punto de vista descriptivo si la distribucién del
tiempo de vida sigue aproximadamente una distribucién de Weibull W (a, A) con parametro de
forma v = 2. Para ello, estima puntualmente el pardmetro de escala A de la distribucién haciendo
uso de su estimador méximo-verosimil.

b) Suponiendo que el tiempo de vida sigue una distribucién de Weibull con parametro de forma o = 2,
calcula un intervalo de confianza al nivel de confianza 0,99 para el pardmetro de escala A basdndote
en la distribucién asintética de su estimador méximo-verosimil.

c) Se quiere realizar un nuevo estudio mds preciso que consiga estimar A por medio de un intervalo
de confianza asint6tico para A al nivel de confianza 0,99 que tenga una longitud esperada inferior a
0,1 unidades. Suponiendo que el tiempo de vida sigue una distribucién de Weibull con pardmetro
de forma o = 2 y haciendo uso de la estimacién de A en el estudio preliminar, determina de manera
aproximada el tamafio de muestra que se necesita considerar para lograr el objetivo.



