INFERENCIA ESTADISTICA — 28 de mayo de 2025 — Completo

Instrucciones

= Primera parte: TEORIA. Ordenador apagado. Tienes hasta una hora para resolverla y entregar los
folios con tu respuesta.

= Segunda parte: PROBLEMAS. En cuanto entregues la teorfa, podrds encender el ordenador exclu-
sivamente para usar R y acceder al campus virtual. No hay una “tarea” en el campus virtual para
subir documentos. Has de entregar todas tus respuestas en papel: para un gréafico, esbézalo a mano
dejando claro lo que quieras destacar; para cédigo fuente, escribelo con la mayor precision posible. Has
de entregar los folios en dos bloques separados: problema 1; problema 2.

= Justifica todas las respuestas.

TEORIA

1. (2 puntos) Analiza la solucién que da una I.A. sobre el E.M.V. de una Beta(a,1) a partir de una
muestra de tamano n. Comenta los errores que pueda tener, si te parece incorrecta, y calcula la funcién
de densidad del E.M.V.; si consideras que estd bien.

—————————————————————————————— INICIO DE LA SOLUCION DE LA I.A. -------———————————me

PREGUNTA: Calcula el estimador méximo-verosimil del pardmetro a de una Beta(a,1) a partir de
una uestra de tamano n.

1. Planteamiento del Problema

Sea X ~ Beta(a, 1) con funcién de densidad:
fx|a)=az*"', 0<x<l,

donde a > 0 es el pardmetro a estimar. Dada una muestra aleatoria X = (X1, Xa, ..., X,,), calcularemos
el estimador méximo verosimil (EMV) de a y determinaremos su distribucién.

2. Estimador Maximo Verosimil (EMV)

2.1. Funcion de Verosimilitud

La funcién de verosimilitud para la muestra es:
n n n a—1
L(a;X) = [[ f(X; | a) = [JaX{ ! =a” <H XZ-> .
i=1 i=1 '

2.2. Log-verosimilitud

Tomamos el logaritmo natural para simplificar:

la;X)=InL(a;X)=nlna+ (a — 1)ZlnXi.

i=1



2.3. Derivacién del EMV

Derivamos respecto a a e igualamos a cero para encontrar el maximo:

dl n <
— == InX; =0.
da a+;n i=0

Resolviendo para a:
n

Yim In X
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:—ilnXi — a = —
i=1

Por tanto, el EMV de a es:
n

agMv = " .. v
Zi:l In X,L

3. Distribuciéon del Estimador agnmv

3.1. Transformacion de la Variable
Definimos Y; = — In X;. Como X; ~ Beta(a, 1), la transformacién Y; sigue una distribucién exponencial:

Yi ~ Expla), con fy,(y) = ac™, > 0.

3.2. Suma de Variables Aleatorias

Lasuma S =) " Y, =—>"  InX; sigue una distribucién gamma:

ansnflefas

W, s> 0.

S ~ Gamma(n,a), con fs(s)=

3.3. Distribucién de agmv
El estimador puede escribirse como:

. n

AEMYV = 5 donde S ~ Gamma(n, a).
La variable T' = aS ~ Gamma(n, 1), por lo que:

MV = con T' ~ Gamma(n, 1).

n

T

La distribucién de agny es una inversa gamma escalada:
apmy ~ Inv-Gamma(n, an),

con funcién de densidad:

a(x) = g lem /T s (.




4. Propiedades del Estimador

4.1. Sesgo

El valor esperado de agnmvy es:

~ n an
E[aEMV]:E[g} :n—l’ para n > 1.

Por tanto, el estimador es sesgado pero asintéticamente insesgado cuando n — oo.

4.2. Varianza

La varianza de agnv es:

2,2

“ an
VaI‘(CLEMv) = (

— 2.
n—l)Q(n—Q)’ para n >

5. Ejemplo Numérico

Supongamos n =5 con X = (-1,2,0,3,0,9, —0,5,1,1):

= EMV: 0y = méx(| — 1,2],]0,3[,10,9], | — 0,5],[1,1]) = 1,2.

s MM: fying = \/g((_1,2)2 10,32 40,92 + (—0,5)2 + 1,12) = \/5 %38~ 151

6. Conclusiones

= Ambos estimadores son consistentes (convergen al verdadero 6 cuando n — c0).
= E] EMV es més intuitivo pero puede subestimar 6 en muestras pequenas.

= El estimador de momentos utiliza méas informaciéon muestral pero puede ser menos robusto a
outliers.

2. (2 puntos) Explica detalladamente el test de Kruskal-Wallis: cudles son las condiciones de aplicacion,
el estadistico de contraste y la regién critica.

PROBLEMA 1

La tensién diastélica (mm Hg) en cierta poblacién de ancianos sanos sigue una distribucién gausiana
N(80,0). En una residencia geridtrica se han medido dichas tensiones y se han obtenido estos valores:
(80,82,83,85,79,78,90,92,98,100,86,91).

a) (1 punto) Halla el estimador y la estimacién maximo-verosimiles para o.
b) (1 punto) Halla un intervalo de confianza t-bootstrap para o.

¢) (1 punto) Contrasta Hy : 0 =5 frente a Hy : 0 > 5 a nivel de significaciéon o = 0°03.



PROBLEMA 2

La empresa Neurovitalis esta evaluando la efectividad de un nuevo programa de entrenamiento cognitivo
para mejorar la memoria a corto plazo en adultos mayores. Para ello, se seleccion6 aleatoriamente a 50
participantes y se midi6 su capacidad de memoria antes de iniciar el programa de entrenamiento cognitivo
(Momento 1). Los mismos individuos participaron en el programa durante 8 semanas, y al finalizar se les
volvié a medir la memoria (Momento 2). La variable de medida es una puntuacién estandarizada en una
escala continua de 0 a 100. Los datos obtenidos se encuentran en el fichero ‘Neurovitalis. RData’. Basandote
en los datos recogidos y asumiendo independencia entre individuos (pero no entre momentos de medicién
dentro de un mismo individuo), responde a las siguientes preguntas a nivel de significacién o = 0’°05:

a) (0’75 puntos) Estudia mediante un grafico y un test de hipdtesis adecuados si la mejora en la capacidad
de memoria sigue una distribucién normal.

b) (0’75 puntos) ;Hay evidencias para afirmar que el entrenamiento cognitivo ayuda a mejorar la capacidad
de memoria? Realiza un estudio descriptivo numérico y basa tus conclusiones en los resultados de un
contraste de hipdtesis.

c¢) (0’75 puntos) Estima la potencia del test del apartado anterior para detectar mejoras de d € {1, 2, 3}
unidades. Utiliza la estimacién puntual de la desviacién tipica poblacional si fuese necesario.

d) (0’75 puntos) Asumiendo distribucién normal para la mejora en la capacidad de memoria y utilizando la
estimacién puntual de la desviacién tipica poblacional si fuese necesario, indica si el tamano muestral
actual es suficiente para garantizar que la amplitud esperada del intervalo de confianza al nivel de
confianza 0’95 para la varianza de la mejora sea inferior a 5 unidades. En caso negativo, calcula el
menor tamano muestral necesario para lograr este objetivo.



