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Se trata de una técnica de clasificaciéon supervisada, es decir, en la que el modelo se calcula a partir
de muestras que contienen informacion de variables independientes para individuos cuya clase o grupo es
conocida de antemano. Se trata de una técnica interpretable, que permite entender por qué cierto individuo se
clasifica en determinado grupo, en contraposicion a las técnicas de tipo caja negra (como las redes neuronales).

El anélisis discriminante puede fundamentarse en dos criterios distintos, que son equivalentes en ciertas
condiciones.

Preliminares

Supéngase que existen g grupos. Sea i el indice de grupo, con i € {1,...,g}. Sea n; el tamaio muestral
del grupo i. Sea x;; el vector de valores de las variables independientes para cierto individuo j perteneciente
al grupo #; por tanto, j € {1,...,n;}.

Sea X; = n% >oit Xij la media del grupo i.

Sea X; la matriz de observaciones del grupo 4, con los individuos por filas y las variables independientes
por columnas. La matriz de covarianzas del grupo ¢ es

1

g

donde H=1-J=1- %11t es una matriz simétrica e idempotente conocida como matriz de centrado,
porque al premultiplicar X; por H el resultado es que las variables se centran (se les resta la media).

Criterio de menor distancia de Mahalanobis

La distancia de Mahalanobis entre el vector x y el grupo ¢ es:
D2(X, )_(i) = (X - )‘(i)tSi_l(x - )_(i)

donde S; es la matriz de covarianzas del grupo ¢ y X; es su vector de medias.
Si se supone la igualdad de las matrices de varianzas-covarianzas de los g grupos:

D*(x,%;) = (x — %) (x — ;) = x*S'x — 2x¥S'x + xS 1%,

Como x*S~1x es igual en todos los grupos se puede eliminar. Por otra parte, minimizar la anterior expresién

equivale a maximizarla cambiando su signo, es decir, se busca el méaximo en ¢ de
stq—1  =tq-lgz _ _t ,
2%, ST X STR, =aix— ¢

con at = 2x'S™1 y ¢; = x!S71x,. Se trata de las llamadas funciones de clasificacién lineal.

Dadas la matriz A = (aj,...,a,) y el vector ¢*=(cy,...,¢,), para obtener las expresiones anteriores para
cada individuo hay que calcular la matriz V, que tiene por filas las puntuaciones de cada individuo para los
diferentes grupos.



V =XA —1ct

El siguiente paso es calcular el maximo de la matriz A por filas y asignar el individuo correspondiente a
la columna (grupo) donde se alcanza dicho méximo.

Factor discriminante de Fisher

En esta técnica se buscan nuevas variables y llamadas factores y definidas como combinaciones de las
variables originales centradas que maximicen la separacion entre los grupos respecto a la variabilidad intra-
grupos, es decir,

y = Xa

La variabilidad total de la nueva variable y vale:

Zi(yij -7.)? Zi(yzj - i.)” +Zi(§i~ - 9.)

=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1

= variabilidad intra-grupos + variabilidad entre grupos
En términos matriciales, esto se puede expresar como
(y —9)(y —¥) =a'Ta=a*Wa + a'Ba

donde T = X*HX, W = X*(I- D)X, B=X*D - J)X, con J = %1711%7 n =3y 7_,n; y D es una matriz
diagonal por bloques, donde cada bloque contiene una J; = n%lm 121, coni=1,...,g.
Se busca el vector a que verifique
. a'Ba
% atWa

Se tiene que

a’Ba _ a'W!'PW 2BW '12W'/?a _ a*'W'/2 W-l/2BW-1/2 W1/2a
a*Wa a'W1/2W1/2a [W1/2a] [W1/2a]
Con el cambio b = W1/2a se tiene que
‘B bt b
MAX o = mix S W/2ZBW 22— ndx bYW /ZBW /2D
a a'Wa b |b] bl bll=1

El vector unitario b que maximiza esa dltima expresién es un vector propio de W—1/2BW~1/2 asociado a
su mayor valor propio (véase apéndice). Entonces el vector a = W~1/2b es un vector propio de la matriz
W !B asociado su mayor valor propio, ya que sus autovalores coinciden con los de W—1/2BW ~1/2_ pues si
v = W~/2u entonces

W 12BW 124y = \u = W I2W12BW 124 = \W /2y — W !Bv =)\v

Repitiendo el proceso se obtienen nuevas variables que son ortogonales y conservan de manera éptima
la variabilidad entre grupos en un nimero reducido de dimensiones. Con estas nuevas variables se hace la
clasificacién calculando la distancia de un individuo a cada grupo y asignandolo al més proximo.

Para obtener estos factores es necesario hacer los siguientes pasos:

1. Se calculan los valores propios y vectores propios de la matriz W—1/2BW~1/2,

. A;
2171,.“@ ‘ y se elige el nimero de factores.

Zi:l,...,g A'L

2. Se obtiene los cocientes de variacién explicada



3. Los vectores solucién son U = W~1/2V donde V son los vectores propios calculados previamente.
4. Se obtiene las puntuaciones factoriales F = X U
5. Se calculan las medias de cada grupo en las nuevas variables F

Para asignar los individuos a los grupos es necesario calcular sus distancias a las medias de los grupos y ver
donde se alcanza el minimo.

Probabilidades a posteriori

Por la regla de Bayes,

Pr(grupo i) - L(x | grupo i)
>_i—y Pr(grupo k) - L(x | grupo k)

Pr(grupo i | x) =

o« Pr(grupo i) - L(x | grupo )

donde Pr(grupo 4) son las probabilidades a priori y £ es la densidad o verosimilitud supuesta la pertenencia
a cierto grupo.
En caso de gausianidad homoscedéstica, x; — N(p;, 2) y

L(x | grupoi) = cte.- e~ 3 (x—%)' ST (x—%i)
InL(x | grupo i) = cte. — %(X — %) (x - xy)
= cte. — %[xts_lx —x'S7Ix; — xtSTIx + xISTIx]
= cte. — %[xts_lx —2xtS7Ix + %8S 1%

= cte. — %[—2258—1x+>‘<§s—1ii]
= cte. + xS !x — %xgs—lxi
InPr(grupo i | x) = InPr(grupo i)+ In £(x | grupo %) + cte.
Las probabilidades a priori pueden seguir diversos criterios:
= grupos equiprobables: Pr(grupo i) = 1/g

» probabilidad proporcional al tamano muestral (por omisién en R): Pr(grupo i) = n;/n

Apéndice

Si M es una matriz simétrica entonces M = UAU?® con A matriz diagonal de autovalores ordenados de
mayor a menor y U matriz con autovectores por columnas; entonces

HmHéX a*Ma = ”mHéx a'UAU*a = HmHéX aAa= s = b=(1,0,...,0)") = a=Ub = uy
al|=1 al|=1 b||=1



