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RESUMEN
Se propone un contraste no paramétrico para comprobar la igualdad de las
distribuciones marginales de una variable aleatoria pluridimensional. El estadígrafo
empleado para el contraste aplica el criterio de Cramér y Von Mises a las
funciones de distribución involucradas. Se calcula la distribución asintótica de
dicho estadígrafo y, mediante simulación, se compara con el comportamiento de
técnicas de remuestreo aplicadas al mismo. Se estudia la potencia del contraste
propuesto frente al referente clásico, el contraste de Friedman. Cuando la
diferencia entre las distribuciones afecta a la tendencia central, ambos contrastes
presentan potencias similares. Cuando la diferencia consiste sólo en la dispersión
o la forma, el nuevo contraste resulta notablemente superior al de Friedman.

INTRODUCCIÓN

Igualdad de marginales
Sea X = (X1, ..., Xk) una variable continua k-dimensional. Para

i ∈ {1, ..., k} sea Fi la función de distribución de Xi. Interesa contrastar
H0 : Fi = Fj ∀ i, j
H1 : Fi 6= Fj ∃ i, j

El estadígrafo clásico no paramétrico para resolver dicho contraste es el de
Friedman (1937). Otros métodos han sido propuestos por Puri y Sen (1972);
Hollander, Pledger y Lin (1974); Raviv (1978); Mach y Skillings (1980); Lam y
Longnecker (1983); Steland (1997). En general, también emplean estadígrafos
basados en rangos, por lo que fundamentalmente detectan diferencias en posición.
Freitag, Czado y Munk (2006) presentan un método para contrastar similitud,
más que igualdad.

Cramér y Von Mises
El criterio de Cramér y Von Mises sirve, en principio, para contrastar la

bondad de ajuste de una función de distribución empírica (FDE) F̂n a una función
de distribución teórica F0:

W2 =

∫
(F̂n(t) − F0(t))

2dF0(t)

lo que Kiefer (1959) generalizó para k muestras independientes así:

W2
k =

k∑
i=1

ni

∫
(F̂ni

(t) − F̂n(t))
2dF̂n(t)

donde n =
∑k

i=1ni y F̂n(t) es la FDE para la muestra conjunta.

MÉTODOS
Sea X = {X1, ..., Xk} una muestra k-dimensional de tamaño n, con

Xi = {xi1, ..., xin} para i ∈ {1, ..., k}. Sea el estadígrafo

W2
k(n) =

k∑
i=1

n

∫
{F̂n,i(Xi, t) − F̂n,•(X, t)}

2dF̂n,•(X, t)

que es la adaptación de W2
k para muestras apareadas, donde F̂n,i(Xi, t)

(1 ≤ i ≤ k) es la FDE de la muestra i-ésima y
F̂n,•(X, t) = k−1

∑k
i=1 F̂n,i(Xi, t).

Distribución asintótica
El desarrollo de la distrtibución asintótica se basa en el principio de

invariancia de Donsker y en teoría clásica sobre procesos gausianos. En concreto,
usamos la descomposición de Karhunen y Loève para garantizar la existencia de los
coeficientes (autovalores) y variables necesarios. El resultado principal es que, si
H0 es cierta, entonces se da la convergencia débil

W2
k(n)

L−→
n

k∑
i=1

∑
l∈N

λi,lM
2
i,l

donde {Ml = (M1,l, . . . ,Mk,l)}l∈N es una secuencia de variables aleatorias
k-dimensionales gausianas, cuyas marginales siguen una distribución N(0, 1), y
{{λi,l}

k
i=1}l∈N son constantes no negativas que cumplen

∑
l∈N λ

2
i,l < ∞ para

1 ≤ i ≤ k.
La expresión completa de la distribución es enrevesada. Además, el uso

práctico de la fórmula requiere la estimación de covarianzas a partir de la muestra
y la sustitución de la colección de autovalores por una aproximación al autovalor
mayor.

Remuestreo
Para obtener una estimación de la distribución del estadígrafo bajo H0 sin

recurrir a la distribución asintótica, surge con naturalidad la idea de usar una
aleatorización mediante permutas. Tal procedimiento requiere para su justificación
la intercambiabilidad entre los k componentes de X, es decir, dados i 6= j y
k 6= l, las distribuciones de (Xi, Xj) y de (Xk, Xl) deben coincidir (hipótesis de
esfericidad). No es grave si k = 2, pero sí con k > 2.

Pretendemos soslayar la necesidad de intercambiabilidad mediante el uso de
alguna variante del muestreo autosuficiente o bústrap. Bajo H0, donde cada Fi
sería igual a una F común, el estadígrafo se puede expresar como:

W2
k(n)

H0=

k∑
i=1

n

∫
{F̂n,i(Xi, t) − Fi(t)}

2dF̂n,•(X, t) +

− nk

∫
{F̂n,•(X, t) − F(t)}2dF̂n,•(X, t)

Considérese ahora que X∗ = {X∗
1, . . . , X

∗
k} es una muestra aleatoria de la FDE

multivariante F̂n(X, t). Para i ∈ 1, . . . , k, se define F̂∗n,i(X
∗
i , t) como la FDE

referida a X∗
i y F̂

∗
n,•(X

∗, t) = k−1
∑k

i=1 F̂
∗
n,i(X

∗
i , t). Sea el estadígrafo

W2,∗
k (n) =

k∑
i=1

n

∫
{F̂∗n,i(X

∗
i , t) − F̂n,i(Xi, t)}

2dF̂∗n,•(X
∗, t) +

− nk

∫
{F̂∗n,•(X

∗, t) − F̂n,•(X, t)}
2dF̂∗n,•(X

∗, t)

Proponemos el siguiente esquema de remuestreo:

1.De la muestra original X, calcúlese W2
k(n).

2.De la FDE multivariante, F̂n(X, t), extráiganse B muestras independientes de
tamaño n: X∗,b = {X∗

1, . . . , X
∗
k}, 1 ≤ b ≤ B.

3.Para b ∈ {1, . . . , B} calcúlese W2,∗,b
k (n), a partir de X∗,b.

4. La distribución de W2
k(n) se aproxima mediante {W

2
k,∗,1(n), . . . ,W

2
k,∗,B(n)},

es decir, el P-valor estimado es

P̂ =
1+

∑B
b=1 χ{W

2
k,∗,b(n) ≥ W2

k(n)}

1+ B

En un planteamiento bústrap clásico, se remuestrearía a partir de una muestra
que representase la hipótesis nula. Aquí, sin embargo, usamos la hipótesis nula para
obtener una nueva expresión del estadígrafo. Por la diferencia de enfoque, nos
referiremos a este método como norbústrap.

RESULTADOS
Estudiamos la potencia, con α = 0,05, mediante 10 000 muestras generadas a

partir de varias distribuciones. Se compara el estadígrafo de Friedman con el de
Cramér y Von Mises; para éste se consideran la aproximación asintótica (CA) y la
aproximación norbústrap (CB) con B = 499.

Sea Z = (Z1, Z2, Z3) N3(0,Σ), donde 0 = (0, 0, 0) y donde
Σ = [σi,j] es tal que σi,j = 1 si i = j y σ1,2 = σ1,3 = 1/4 y σ2,3 = b.

Se extraen muestras de tamaño n = 50 de la variable tridimensional
X = (X1, X2, X3) según los modelos:

M1. X1 ≡ Z1, X2 ≡ Z2, X3 ≡ 1/4 ∗ Z3 + 3/4 ∗ 3Z3.
M2. X1 ≡ Z1, X2 ≡ Z2, X3 ≡ 1/4 ∗ Z3 + 3/4 ∗ (Z3 + 1).
M3. X1 ≡ Z1, X2 ≡ Z2, X3 ≡ 1/4 ∗ Z3 + 3/4 ∗ (

√
3Z3 + 1).

donde la notación β ∗ ξ+ γ ∗ ζ indica extraer de ξ con probabilidad igual a β y
extraer de ζ con Pr = γ.

b = 1/4 b = 3/4

CB CA Fr CB CA Fr

M1 0'713 0'699 0'050 0'804 0'778 0'049
M2 0'980 0'980 0'938 1'000 1'000 1'000
M3 0'874 0'874 0'688 0'985 0'980 0'877

AGRADECIMIENTOS
Este trabajo ha sido financiado en parte por el proyecto MTM2008-01519

del Ministerio de Ciencia e Innovación.


