CORuvas
Curvas R.O.C.

Carlos Carleos Norberto Corral

Departamento de Estadistica
e Investigacién Operativa
y de Didéctica de la Matemdtica
Universidad de Oviedo

Master de Analisis de Datos
para Inteligencia de Negocios



Partes

Teoria
Motivacién, conceptos previos y definicidn
Inferencia
Eleccion del umbral

Practica en R



Origen

Receiver Operating Characteristic (ROC)
» Proviene de |a teoria de deteccidon de seiiales
(discernir entre sefial y ruido)
» Gréfico estadistico
» Ayuda a definir un umbral de separacién entre dos grupos

» Positivos (los que verifican cierta condicién)
» Negativos (los que no la cumplen)



Ejemplo

Sefial en radar: jruido o aviones?

Umbral de deteccién (decidir entre “ruido” o “avién”)
» umbral alto
no se detectan objetos reales (Falsos Negativos)

» umbral bajo
muchos avisos falsos (Falsos Positivos)



Estado

El estado indica el grupo al que realmente pertenece cada
individuo.

» Variable aleatoria D que toma los valores

D— 0 No verifica la condicién (Negativo)
| 1 Siverifica la condicién (Positivo)

» D ~~ Bernoulli(p)

p = Pr(D
1-p = Pr(D

1) = Pr (Positivo) = prevalencia
0) = Pr(Negativo)



Variable medida

» Variable X: se usa para establecer el criterio de clasificacién
» En los Positivos X = Xp = (X | D =1)
> En los Negativos X = Xy = (X | D =0)
» Sus correspondientes funciones de distribucién son
> Fp(X) = Pr (Xp < X)
> Fyn(x) =Pr( Xy <x)



Variable criterio de clasificacion

Cuando X tiende a tomar valores mayores para los individuos
positivos la clasificaciéon queda determinada dado cierto umbral c:

v — 1 (Positivo) si X > ¢
~ | 0 (Negativo) si X <c



Estimador de la prevalencia

» Proporciéon muestral

numero de individuos Positivos de la muestra

numero de individuos de la muestra

» En algunos tipos de muestreo, como el caso-control, puede
dar lugar a estimaciones muy sesgadas.



VP
FP
FN
VN

Términos habituales

verdadero positivo
falso positivo
falso negativo

verdadero negativo
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Sensibilidad

» Probabilidad de acertar al clasificar un individuo positivo
S=Pr(Xp>c)=Pr(Y=1|D=1)
Pr(Y=1NnD=1)

Pr(D=1)
S= L = fraccién de verdaderos positivos = FVP
VP +FN
1-§ FN = fraccién de falsos negativos = FFN

~ VP+FN



Especificidad

» Probabilidad de acertar al clasificar un individuo negativo
E=Pr(Xy<c)=Pr(Y=0|D=0)
Pr(Y=0NnD=0)

Pr(D =0)
E = A = fraccién de verdaderos negativos = FVN
VN + FP
1-E FP = fraccién de falsos positivos = FFP

T UN+FP



Fracciones (tabla resumen)

|Y=1 v=0

1| FVP  FFN
0| FFP  FVN

D
D



Valores predictivos

» Valor predictivo positivo (Probabilidad a posteriori)
» Pr(D=1|Y=1)
. . —— VP
» Se estima mediante VPP =

VP FP

» Valor predictivo negativo (Probabilidad a posteriori)
> Pr(D=0|Y =0)

» Se estima mediante \ﬁ:’\N = VN

VN + FN



Definicién de curva ROC

Objetivo: Seleccionar el umbral de temperatura ¢ que optimice la
decisién.

0.8
0.8

06
06

densidad
04

densidad
0.4

0.2
0.2

0.0
L
0.0
L

temperatura temperatura

v_l1 (Positivo)  temperatura > ¢
~ | 0 (Negativo) temperatura < ¢



Definicién de curva ROC
Objetivo: Elegir ¢ que tenga la Sensibilidad y la Especificidad altas.
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Definicién de curva ROC

» Curva ROC poblacional

» Grafica que representa, para cada valor del umbral ¢, la
Sensibilidad frente a 1 — Especificidad, es decir,

» Abscisas = 1 — Especificidad = Pr (Error | D = 0)
» Ordenadas = Sensibilidad= Pr (Acierto | D = 1)

t=1—-E(x)=Pr(Y(x)=1|D=0)=1- Fpn(x)
X:F,gl(l—t)

» Suponiendo que X toma, en general, valores mayores para los
positivos,

ROC(t) = Pr(Acierto | Positivo) = S(x) =1 — Fp(x)

ROC(t) =1— Fp (Fy'(1—1t)) 0<t<1



Definicidn de curva ROC
CURVA ROC
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Método no paramétrico para estimar la curva ROC

» Usa la funcién de distribucién empirica asociada a la muestra:

n? (x; < x | Positivos)

Fr(x) = P
. n?(x; < x | Negativos
Fupo Moo < x| Negativos)

ny

» Se define la curva ROC empirica como
ROC(t) =1 Fp (ﬁ,(,l(l - t)>

» Este procedimiento da lugar a una curva ROC escalonada.



Método no paramétrico para estimar la curva ROC
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Método paramétrico para estimar la curva ROC

» Modelo binormal
» Xp ~~ N(up,op) Positivos
> Xy~ N(un,on) Negativos

» La curva ROC en el modelo binormal es

_ .11 —
ROC(t):1—¢<”’V ppton - & (1 t)> 0<t<1
op

_ .1
:cb(“” N TN (t)>:¢(a+ﬁ-¢‘1(t))
op
dondea:wyﬁztm

op’

op
® = funcién de distribucién de la gausiana tipica



Método paramétrico para estimar la curva ROC

» La curva ROC estimada es
R/O\C(t):l—¢<o?+,5'-¢’1(t)) 0<t<1

donde

A A~ A

. fp—fin 5 ON
a - ~ - ~
op op

» Es una curva suave y derivable en todos los puntos.



Método paramétrico para estimar la curva ROC
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Contrastes de hipdtesis

» En el caso concreto del modelo binormal
Ho . a1 = Qo N ,81 - ,82
Hi: oar#ax U Br#pB
» El estadistico del contraste:

2= 2y - V(B12) + B3 - V(Gn2) — 2 éna - o - cov(An, Bio)
V(A12) - V(Br2) — €ov(An2, Br2)

donde 1o = &1 — G2 y P12 = 51— P2
> AsintSticamente bajo Hg, X2 ~ X%



Precisidn o exactitud de un clasificador

Pr(acertar) = Pr(Y=1|D=1)-Pr(D=1)
+ Pr(Y=0|D=0)-Pr(D=0)
= S-Pr(D=1)+E-Pr(D=0)

VP + VN _ resultados acertados

» Estimador Pr (acertar) = " total de | t
n otal de la muestra

» Proporcién de aciertos en la clasificacién sin distinguir
positivos de negativos

» Es necesario conocer o estimar la prevalencia Pr(D = 1)



Indice de Youden

» Es la diferencia entre las probabilidades de la respuesta
positiva correcta y de la respuesta positiva incorrecta

J = Pr(Y=1|D=1)-Pr(Y=1|D=0)
= Especificidad + Sensibilidad — 1

> 0<J<1

» J =~ 0 <= discrimina poco entre positivos y negativos
» J = 1 <= discrimina mucho entre positivos y negativos
> Su estimador se define como J = FVP — FFP



Indice de Youden
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Area bajo la curva

El Area Bajo la Curva AUC (area under curve) se define asi:

1
AUC:/ ROC(t) dt
0

AUC = Pr(Xp > Xy)

0,6 <AUCKL1

AUC = 0,5 <= poca capacidad de discriminacién
AUC = 1 <= separacion casi total

vVvYyyvyy

Se usa con mucha frecuencia para medir la capacidad de una
variable para separar dos poblaciones



Area bajo la curva
AUC = Pr(Xp > Xp)
Demostracion:
1 1
AUC :/ ROC(t)dt :/ [1—Fp (Fy*(1—1t))] dt
0 0

Haciendo el cambio de variable u = Fy (1 — t) se tiene

Fy(u)=1—t<=t=1- Fy(u)

Por tanto dt = —fy(u) du y la integral anterior es
AUC:/ (1—Fp(u)) fy(u)du = 1—/ Fp(u) fy(u)du =

:1—/00 </_ fp(v)dv> fy(u)du =1 —Pr(Xp < Xy)

—00 [e.e]



Métodos para calcular el AUC

» Método no paramétrico (regla trapezoidal)

-y

» Método paramétrico (caso binormal)

(FFP, — FFP,_1) - (FVP, + FVP,_;)

l\)\l—l

AUC = ROC(t)dt:/ (1—¢[&+6-¢‘1(1—t)]>dt
0 0
O T Y el

1+ B2 6% + 6%



Comparacion de pruebas

» Contraste
Hy: AUC; = AUG,

H1 . AUCl 75 AUC2

» Estadistico - -
AUC; — AUGC,

zZ = — —
ET (AUC; — AUCy)



Aleatoriedad de la prueba

» Contraste
Hy: AUC=0,5

Hy: AUC #£05

> Estadistico -
~ AUC-05

zZ = —
ET (AUC)



Punto de corte: método 1

» Usar el umbral correspondiente al indice de Youden
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Punto de corte: método 2

» Buscar el punto (1—E; S) sobre la curva ROC més cercano al
punto (0; 1)

> La pendiente sobre ese punto vale

p - Pr(falsos positivos)

(1 — p) - Pr(falsos negativos)

siendo p la prevalencia del evento en la poblacién



Punto de corte: método 3

> En este caso se tienen en cuenta los costes de los dos tipos de
error

» Buscar el punto (1—E; S) sobre la curva ROC més cercano al
que minimiza dichos costes

P La pendiente sobre ese punto vale

_ costes falsos positivos - (1 — p)

costes falsos negativos - p

siendo p la prevalencia del evento en la poblacién



Implementacién ingenua

nN <- nP <- 50
N <- rnorm (nN, 0, 1)
P <- rnorm (nP, 1, 1)
x <- union (N, P)
umbral <- ¢ (-Inf, x[-1]-diff(x)/2, Inf)
s <- sapply (umbral,
function (c) {
vp <- sum (P >= c¢)
vp / nP })

#tamafios
#negativos
#positivos
#todos

#cortes posibles
#sensibilidad



Implementacién ingenua

## 1 - especificidad
e <- 1 - sapply (umbral,
function (c¢) {
vn <- sum (N < ¢)
vn / nN })

o <- order (e, s)

plot (elo], sl[o], type="s")



Implementacién mediante <ecdfs>

nN <- nP <- 50 #tamailos
N <- rnorm (nN, 0, 1) #negativos
P <- rnorm (nP, 1, 1) #positivos

C <- 1 - ecdf (P) (sort (N, decreasing=TRUE)) #CORva
plot (C, type="s")



Biblioteca «<pROC>

nN <- nP <- 50 #tamafios
N <- rnorm (nN, 0, 1) #negativos
P <- rnorm (nP, 1, 1) #positivos

install.packages ("pROC")
library ("pROC")

C <- roc (controls=N, cases=P) #CORva
plot (C)
coords(C, "best") #mejor umbral segin Youden (método 1)

coords(C,"best",best.method="closest.topleft") #método 2
## para método 3, opcién <best.weights»>

auc (C)

ci (C) #intervalo de confianza

Cl1 <- roc (rbinom(80,1,0.7), rnorm(80))

roc.test (C, C1) #para comparar dos CORvas



Biblioteca «<nsROC>»

nN <- nP <- 50 #tamafios
N <- rnorm (nN, O, 1) #negativos
P <- rnorm (nP, 1, 1) #positivos

install.packages ("nsROC")

library (nsROC)

X <-c (N, P) #muestra completa

D <- ¢ (rep(0,nN), rep(1,nP)) #0 = control, 1 = caso
G <- gROC (X, D, plot.roc=TRUE, plot.density=TRUE)

G$auc

G$roc

G$side #unilateral por omisién



Biblioteca «<nsROCs: dos umbrales

nN <- nP <- 50 #tamafios

N <- rnorm (nN, 0, 1) #negativos

P <- rnorm (nP, 0, 5) #positivos

X <-c¢c (N, P) #muestra completa

D <- ¢ (rep(0,nN), rep(1,nP)) #0 = control, 1 = caso

G <- gROC (X, D, plot.roc=TRUE, plot.density=TRUE,
side="both")
G #explicacién y AUC
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