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Resultados conocidos (1)
Arco capaz, cuadrilateros ciclicos, teorema debsen

BC =2Rsin[1BA'C
= 2RsinOBAC = 2Rsin A

[1BOC =200BAC =360 - 201BDC
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Resultados conocidos (I1)
Potencia, angulos semiinscritos

LPAU =1BVP, UAUP=01VBP TUV, WTV, WUT son semejantes
PALPB =PU [PV WT? =WU W
:(OP—R)(OP+ R):OPZ—RZ JUTW =00TVU =0TPU
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Resultados conocidos (l1)
Teoremas del coseno y de Stewart

BC?=(AB- AD)" +CD?
=(AB - ACcosA)” +( AC sinA)’
= AB® + AC* - 2AB[AC cosA
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AB’ = AD? + BD* — 2AD [BD cosJADB
AC? = AD*+CD? + 2AD [CD cosLJADB

_ AB?[CD + AC2[BD
BC
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Algunas definiciones basicas (I)

Bisectriz de un angulo Bisectrices de dos rectas
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Algunas definiciones basicas (Il)

Bisectrices internas y externas
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Primeras consecuencias (l)
Puntos a igual distancia de dos rectas

Un punto esta a la misma distancia de dos rectas paralelas dadas,
si y solo si esta en una de las bisectrices de dmgulos formados por estas
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Primeras consecuencias (1)
Existencia de incentro

Las bisectrices interiores de un triangulo coincide en un punto,
gue es el centro de una circunferencia tangente ad tres lados.

IV Torneo Triangular 2017 : u n a
) . Daniel Lasaosa Medarde Usiveridnd,
Aragon — La Rioja — Navarra Naturroako

Uniberisiiate Pablikon



Primeras consecuencias (lll)
Existencia de exincentros

Las bisectrices exteriores de dos angulos del trignlo, y la bisectriz interior
del tercero, coinciden en un punto, que es el ceptde una circunferencia,
tangente a un lado y a las prolongaciones de log@d dos.
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Primeras consecuencias (V)
Teorema de la bisectriz (I)

Usando el teorema del seno

BD sinJBAD _sinLJCAD _CD
AB sinIBDA sinJCDA AC

BD _ AB _c
CD AC b

BD =& CD:E

b+c b+c

La bisectriz de un angulo divide al lado opuesto etios segmentos, que estan en
relacion de proporcionalidad directa con los ladoadyacentes.
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Primeras consecuencias (V)
Teorema de la bisectriz (1)

Usando el teorema de Stewart

_ BD[AC?+CD [AB?

AD? —-BD[CD

bca> . (b+c)f -a?
=bc
(b+c) (b+c)

Aplicando el teorema del coseno

A

. 221+cosA_4b2C200522
AD® =2b"c == >
(b+c) (b+c)

AD = 2bc cosé
b+c 2
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Ejemplo de aplicacion (1)

Problema 3, OME 2007 (Solucion 1)
SeaO el circuncentro de un trianguloABC. La bisectriz que parte deA corta
al lado opuesto erP. Probar que se cumpleAP?+OA%-0OP?=bc.

Solucioén;

La potencia dé® respecto a la
circunferencia circunscritaABC es

R*-OP? =0A’ -OP? =BP[CP

Usando el teorema de Stewart

_ BP[AC?+CP[AB’
BC
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Primeras consecuencias (VI)
Simetricos del ortocentro respecto de los lados

Por ser cada altura perpendicular al lado opuesto

[UIBAH =[IBCH =90°-B

Luego

[IBCH, =UBAH,_ = IBAH =[1BCH

El simétrico del ortocentroH de ABC, respecto de cada lado de este triangulo,
esta sobre la circunferencia circunscrita aABC.
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Distancias a puntos de tangencia (l)
Circunferencia inscrita
y+z=a|

Z+XxX=b?}
X+y=c

La distancia desde el vérticé\ a los puntos de tangencia de la circunferencia
Inscrita con los ladosAB, AC es p+c—a)/2.

IV Torneo Triangular 2017 : u n a
) . Daniel Lasaosa Medarde Usiveridnd,
Aragon — La Rioja — Navarra Naturroako

Uniberisiiate Pablikon



Ejemplo de aplicacion (2)

Problema 2, Ibero 1990
En el triangulo ABC, seal el centro de la circunferencia inscrita, \D, E, F
Sus puntos de tangencia con los lad&, CA, AB respectivamente. Se® el
otro punto de interseccion de la rect&D con la circunferencia inscrita, yM el
punto medio deEF. Demuestra queP, I, M, D estan alineados o son conciclicos.

Solucioén;

El trianguloAEF es isésceles €A,
luego la bisectriz dA y la altura desdé
enAEF coinciden, yM esta erAl.
ComoAME y AEI son semejantes,
usando la potencia derespecto de la
circunferencia inscrita se tiene

AM [Al = AE* = AP[AD
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Distancias a puntos de tangencia (ll)
Circunferencias exinscritas

La distancia desde el vérticé\ a los puntos de tangencia de la circunferencia
exinscrita opuesta, con las prolongaciones de |l@lbsAB, AC, es a+b+c)/2.
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Distancias a puntos de tangencia (lll)
Circunferencias inscrita y exinscritas

BV =cu = atb=cC

Ia
El punto de tangencia del ladd3C con la circunferencia inscrita, y con la
exinscrita opuesta @A, son simetricos respecto del punto medio d&C.
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Distancias a puntos de tangencia (1V)
Cuadrilateros circunscriptibles

AB+CD =x+y+z+t=BC+ DA

Un cuadrilatero convexo admite circunferencia insata si y solo si las longitudes
de dos lados opuestos suman lo mismo que las otdus.
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Semejanzas con exinradios (1)

:b+c—a AV:a+b+C
2 2

AU

Por semejanza dd U, Al V

r AU b+c-a

r AV a+b+c

a

\‘;\ I
a

La suma de los inversos de los exinradios es igulinverso del inradio.

IV Torneo Triangular 2017 : u n a
) . Daniel Lasaosa Medarde Usiveridnd,
Aragon — La Rioja — Navarra Naturroako

Uniberisiiate Pablikon



Semejanzas con exinradios (Il)

El vértice A, el punto de tangencia del lad&C con la circunferencia exinscrita
opuesta, y el punto diametralmente opuesto al derigencia de la circunferencia
iInscrita con BC, estan alineados.
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Semejanzas con exinradios (lll)

Bl
El vértice A, el punto de tangencia del lad&C con la circunferencia inscrita,
y el punto diametralmente opuesto al de tangenciaeda circunferencia
exinscrita opuesta corBC, estan alineados.
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Semejanzas con alturas

Por semejanza d®A'H, y IAT

AA 1A' _ Al
h, r h-r

Usando conocidas relaciones
para el areSde ABC

a

C I a

h, a+b+c

Podemos expresar los cocientes entre distancias deweértice a incentroy a
pie de la bisectriz, en funcion de altura e inradipluego en funcion de lados.
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Ejemplo de aplicacion (3)

Problema 1, IMO 1991
Dado un triangulo ABC, seal el centro del circulo inscrito. Las bisectrices ikernas
de los angulo®A, B, C cortan a los lados opuestos efv', B', C', respectivamente.
Demostrar que
1 AlBIICI 8
< <

4 AABBCC' ~ 27

Solucion: Por el resultado anteri y el problema es equivalent
Al _h -r_2S-ar _ b+c 1 _(a+b)(b+c)c+a) 8
= = = =< <
AA h 2S  a+b+c 4 (a+b+c)’ 27
p=a+tb+c
u=p-2a 2p’ <(p+u)p+Vv)p+w
Para la desigualdad de la izquierda, _ _ 3 ( )( )( )
v=p-2b = 2p% + (uv + vw+wu) p + uvw
wW=p-2C
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La bisectriz y la circunferencia circunscrita (1)

[OMAN =90°

LuegoMN es diametro

[UIBAM =[1CAM

BM =CM
LuegoM esta en la mediatriz &&C

Las bisectrices interna y externa del anguld, cortan por segunda vez a la
circunferencia circunscrita en dos puntos diametrahente opuestos,
situados sobre la mediatriz da3C.
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Ejemplo de aplicacion (4)

Problema 4, Ibero 2009
SeaABC un triangulo con incentro |, y seaP el punto de interseccion de la
bisectriz exterior del anguloA con el circuncirculo deABC. La rectaPl corta por
segunda vez al circuncirculo dABC en el puntoJ. Pruebe que los circuncirculos
de los triangulosJI B y JI C son respectivamente tangentesi& e | B.

Solucion:

Por angulos semiinscritos, basta
demostrar quélBJP+LIBIC=18(.
Pero comd’Q es mediatriz d8C,
y diametro de la circunferencia circunscrita,
OBIP=0BQP=90°-BPQ =90°-BAQ.
LuegoIBJP=(B+C)/2 =18C¢°-LIBIC.
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La bisectriz y la circunferencia circunscrita (Il)

JICM = 0ICB + OBAM :ALZC

OCIM =18C°-UICM -OCMA =

:L;: [1ICM

LuegolCM es isosceles eM

BM =CM =1IM

El segundo punto de corte de la bisectriz d& con la circunferencia circunscrita
es centro de una circunferencia que pasa p@, Cy el incentrol.
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La bisectriz y la circunferencia circunscrita (lll)
Formula de Euler para el triangulo

Los triangulodMCN y IUA son semejantes

IUIMN _ 2Rr
Al Al

IM =CM =

Al [IM =2Rr

La potencia del incentro respecto a la circunferena circunscrita es Rr.
La distancia entre incentro y circuncentro cumpleOl°=R*-2Rr.
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Bisectriz y cuadrilateros ciclicos (1)

Los triangulosAPD y CPB son semejantes

"D
El triangulo APD se puede obtener como sigue: se refleja el trianguCPB
sobre la bisectriz deBPC, y se amplia con factor de escaRD/PB=PA/PC.
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Ejemplo de aplicacion (5)
Problema G4, lista corta IMO 2009
Dado un cuadrilatero ciclicoABCD, seanE el punto de interseccion de las
diagonalesACy BD, y F el punto de interseccion de las recta&D y BC. Los
puntos medios deAB y CD sonGy H, respectivamente. Demuestra quEF
es tangente a la circunferencia circunscrita al tangulo EGH.

Solucioén;

Obtenemo®\UB reflejando
y escalandCED. Al
serAEB y DEC semejantes,
G es punto medio deE.
De forma similar obtenemos
Vy H es punto medio deV.

ComoU y V se obtienen reflejando y escalarklg UV es simétrica de
EF respecto de la bisectriz d&AFB. ComoEV y EU se obtienen una de
otra por reflexion y escaladadEHG=LEVF=LFEU.
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Bisectriz y cuadrilateros ciclicos (lIl)
Simetria deAH y AO respecto de la bisectriz ée

Trazando el circulo de diametB& que
corta aAB, AC enF, E, se tiene que
OAEB=LAFC=90°, luegoE, F son

los pies de las alturas ded8leC.

AdemasAEF se obtiene a partir dsBC

por reflexion y escalado.

ComoAOQOC es isOsceles an,

LICAO :90°—%DAOC =90°-B =[IBAH

El triangulo formado por los pies de las alturas dedeB, C, y el vérticeA,
forman un triangulo que se obtiene dABC por reflexion y escalado.
Esa misma transformacion convierte la rectaAH en la rectaAO.
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Ejemplo de aplicacion (6)

Problema 3, OME 2007 (Solucion 2)
SeaO el circuncentro de un trianguloABC. La bisectriz que parte deA corta
al lado opuesto erP. Probar que se cumpleAP?+OA%-0OP?=bc.

Solucion:

Aplicando el teorema del cosend@P,
obtenemos:

AP? + OA? —OP? = 2RI APcos[JOAP

ComoJOAP=LQAP, APcod JOAP=AQ,
Luego usando conocidas relaciones para
el areaSde ABC, tenemos

AP? + OA” — OP? :ZRDAQ:A'—RS:bC
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Ejemplo de aplicacion (7)

Problema 3, OME 2016
SeaA' el punto diametralmente opuesto al vérAagel trianguloABC en la
circunferencia circunscrita, y séael punto en el que la recé#\' corta al laddsC.
La perpendicular AA, trazada poA, corta a los ladodB y AC (0 a sus
prolongaciones) ell y N, respectivamente. Demostrar que los puntos
A, M, A'y N estan en una circunferencia
Cuyo centro se encuentra en la altura désele el triAangulcABC.

Al

Solucion: El trianguloANM es el resultado de
reflejar y escalar el triangulsBC.
Por ese mismo escaladb

se convierte eA'.

_AA
B AA, Aplicamos a la circunferencia de
c ABC ese escalado, y pasa por los 4
puntos pedidos. Su centro esta en la

simétrica deAO respecto de la bisectriz

AAI
AAII

/
N~

M~
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Ejemplo de aplicacion (8-1)
Problema 6, IMO 2008
SeaABCD un cuadrilatero convexo corAB£BC. Se sabe que existe un circulo
[ tangente a la semirrectaBA mas alla deA, a la semirrectaBC mas alla deC,

y a las rectasCD, DA. Demostrar que las tangentes externas comuneslds
circunferencias inscritas enABC y ACD, se cortan en un punto dé& .

Solucion:

Por las simetrias en los puntos de tangencia,
BT = BW, PT =PU; DU =DV,
VQ =QW; AT = AV, CU =CW.

Luego
BA+ AD =BT - AT + AV -DV
=BW-CW+CU -DU =BC+CD

\
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Ejemplo de aplicacion (8-2)

Solucioén (cont.):

_AB+AC-BC CD+AC-AD _

AX CY
2 2
Los puntosB, X', Y estan alineados
Los puntodD, X, Y' estan alineados
s \\ .
i . NN Un escalado desd&nos permite llevaX' al

punto dd donde la tangente es paralela@

Un escalado desd2 nos permite llevay" al
punto dd” donde la tangente es paralela@

En ese puntd del” convergerX'Y, XY'.
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