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Taxonomia de problemas dinamicos (1)

Podemos decir gue un problema es dinamico cuando refleja una situacion
gue cambia

El cambio suele poder indexarse mediante un entero, tal como el nimero
de turnos transcurridos en un juego, o la posicion en una sucesion

El problema refleja entonces una sucesion de “situaciones” o “estados”,
pasandose de un estado al siguiente con cada variacion del indice

LLos cambios pueden ser deterministicos (p.ej. dados mediante una férmula
en una sucesion, o una regla de transformacion que se aplica siempre),
sujetos a eleccion (p.ej. reflejando diferentes elecciones o posibles
movimientos disponibles en un juego) o aleatorios

Cuando los cambios estan sujetos a eleccion, pueden depender de la
decision de una Unica persona o de varias
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Taxonomia de problemas dinamicos (I1)

Deterministicos Aleatorios

Sujetos a eleccion

Juegos
Competitivos

Colaborativos
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Invariantes

Un invariante es una cantidad, situacion, condicion, etc. que
permanece constante a lo largo del progreso del problema dinamico

Los invariantes, cuando existen, constituyen un “asidero”, algo a lo
que agarrarse y que sabemos que va a ser asi permanentemente,
con lo que una vez demostrado que algo es un invariante (o puede
elegirse que sea invariante) podemos darlo como cierto en todo
momento del problema, y como punto de partida en todo cambio
de una situacion o un estado al siguiente

El desafio es encontrar invariantes Utiles en la
resolucion del problema que nos ocupa
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Primeros ejemplos sencillos (1)

Se escriben en la pizarra los numeros 1,2,3,...,2n, donde n es un entero
positivo. En cada turno, debes elegir dos enteros a 'y b de los que estén
escritos en ese momento de la pizarra, borrarlos, y escribir en su lugar

el entero |a—b|, hasta que quede un solo nimero en la pizarra. ;Puedes
conseguir que al final quede en la pizarra sélo el nUmero 0?

Caso 1: Si n es par, nos basta con tomar en cada turno 2k—1y 2k,
borrarlos y sustituirlos por 1, hasta que queden n unos. Los eliminamos
luego por parejas hasta que queden n/2 ceros, que eliminamos entre si.

Caso 2: Si n es impar, la suma de elementos de la pizarra es
Inicialmente n(2n+1), impar. Si en un cierto paso elegimos a 'y b<a, la
suma de los enteros de la pizarra se reduce en a+b—(a—b)=2b. Luego la
suma de los enteros en la pizarra sera siempre impar (invariante),
y el altimo nimero que quede sera siempre impar, distinto de 0.
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Primeros ejemplos sencillos (1)

En los vertices de un hexagono regular se colocan, en este orden, los
numeros 1,0,1,0,0,0. En cada turno, se pueden elegir dos vertices
consecutivos cualesquiera, y anadirles 1. ¢ Es posible conseguir que al
final cada vertice tenga el mismo numero?

Al probar, enseguida vemos gue la repuesta parece ser NO

Para demostrar que no es posible, nos puede ayudar un invariante.
Uno que en este caso funciona es la cantidad x—y+z—u+v—w, donde X,
Y, Z, U, v, w son los numeros de los 6 vertices en ese orden.
Inicialmente vale 2, no varia en cada turno, y si todos los vértices
tuvieran el mismo numero tendria que valer 0, cosa que es imposible.
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Un invariante no numerico (I)

Se consideran 2017 rectas en el plano tales que no hay tres de ellas que
pasen por el mismo punto. La hormiga Turbo se coloca en un punto de
una recta (distinto de los puntos de interseccion) y empieza a moverse
sobre las rectas de la siguiente manera: se mueve en la recta en la que
esta hasta que llega al primer punto de interseccion, ahi cambia de
recta torciendo a la izquierda o a la derecha, alternando la eleccion en
cada interseccion a la que llega. Turbo solo puede cambiar de
direccion en los puntos de interseccion. ¢Puede existir un segmento de
recta por el cual la hormiga viaje en ambos sentidos?

Observacion: Una forma de resolver este problema podria ser buscar un
Invariante relacionado con el sentido de recorrido de los segmentos

Si lo encontramos, habremos terminado y la respuesta sera NO
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Un invariante no numerico (I)

Podemos colorear el plano con 2 colores de forma que regiones adyacentes
tengan distinto color, y entonces Turbo siempre tiene el mismo color a su
derecha, luego solo puede recorrer cada segmento en un sentido:

Tras girar a
la izquierd

Tras girar a
la derecha

Nota 1: En esta solucion es irrelevante hacia qué lado gira Turbo

Nota 2: Este problema se propuso como problema 3 en la EGMO de 2017
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Variaciones monotonas

Podemos encontrar en problemas dinamicos cantidades que
siempre cambian en el mismo sentido (o que podemos elegir que
siempre cambien asi), siempre creciendo o siempre decreciendo

Si existe algun limite del que no puedan pasar, o algun valor critico
para el que suceda algo al alcanzarse, una variacion monotona hacia
ese limite o valor critico puede ser util, especialmente si la cantidad
gue varia es un entero

El desafio, como antes es encontrar una cantidad que varie
monotonamente y tal que este hecho sea util en la
resolucion del problema que nos ocupa
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Un ejemplo no tan sencillo (1)

Cada veértice de un pentagono regular tiene asignado un entero, que en
el orden de las agujas del reloj, son x, vy, z, u, v. Los enteros pueden ser
positivos, negativos o nulos, pero la suma s de los cinco es inicialmente
positiva. En cada momento en que al menos uno de los cinco enteros
sea negativo, elegimos uno de los enteros negativos (por ejemplo y), y
cambiamos éste, su anterior y su posterior, de forma que en lugar de
(X,y,2), pasemos a tener (x+y,—Yy,y+2), en este orden. Demostrar que el
proceso necesariamente termina, es decir que siempre llega un
momento en el que los cinco enteros son todos no negativos.

Observacion 1: Al ser (x+y)+(=y)+(y+z)=x+y+z, la suma de los cinco
enteros es un invariante, pero esto no parece ayudar mucho.

Observacion 2: Como tenemos que demostrar que el proceso termina,
lo que necesitamos es una cantidad que varie monotonamente hasta
algun limite imposible o algun valor critico
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Un ejemplo no tan sencillo (11)

Una opcidn es definir la siguiente cantidad, que es siempre
necesariamente no negativa:

X+ Y+Z+U[+|y+Z+U+V][+|ZHU+V+HX]+HU+V+X+ Y|+ V+ X+ Y + 2|
+HX+Y+zZ|+|y+zHuU[+|ZHU+V] UV X[V XY

+[X+ Y| +| Y+ z|+|z + u[+ [u V] + v+ X+ X+ Y]+ |z + ]+ ]y

Al cambiar (x,y,z) por (x+y,—y,y+2), las cantidades pasan a ser:

X+ Y+ Z+U[+|Z+U+V|+|Z+U+V+X+2Y|+u+V+ X+ |V+ X+ Y + 2|
+|X+Y+Z|+|Z U +]y+ZHUHV][HUHV X+ Y]+ |V + X

+ X+ |z 4|y + 2+ U[+ U+ V][V X+ Y[+ XYY Y+ 2+ |u]+ Y
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Un ejemplo no tan sencillo (111)

Se tiene entonces que la cantidad antes de un cambio, menos la
cantidad despueés del cambio, es

ZHUHVHX|—|Z+U+V+X+2Y|=|s—y|-|s+y|=s+|y|-|s |y,

que toma el valor minimo de entre 2sy 2|y|

En cualquier caso, la cantidad decrece como minimo 2 en cada
cambio, es siempre no negativa, e inicialmente toma un valor
finito. Luego tras un nimero finito de cambios (a lo sumo igual a la
mitad del valor inicial de la cantidad, mas uno) se haria negativa.
Esto es imposible, y el proceso debe terminar necesariamente antes

Nota: Este problema se propuso como problema 3 en la IMO de 1985, con
la dificultad afnadida de que se preguntaba si el proceso terminaba o no. Fue
el problema mas dificil de esa IMO y “cred escuela” sobre monotonia
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...y los invariantes o variaciones monotonas
utiles no son unicos!!!
Se puede tambieéen resolver este problema considerando la siguiente cantidad:
2 2 2 2 2
(x—2z) +(y—-u) +(z—v) +(u—x)" +(v—-y),
que tras el cambio pasa a tomar el valor

(x—z)2 +(y+u)2 +(y+ z—v)2 +(U—x— y)2 +(V+y)
y la diferencia entre el valor antes y el valor después del cambio es

2
’

—2(X+y+zZ+Uu+Vv)y=-2sy =2s|y|>2

Nuevamente, hemos hallado una cantidad entera no negativa que
decrece como minimo 2 en cada cambio, e inicialmente toma un
valor finito, luego sélo se puede dar un nimero finito de cambios
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Puntos criticos ()

Hay 15 vasijas, cada una con capacidad de 15 litros, inicialmente todas
vacias, y botellas con capacidades de 1, 2, 3y 4 litros. Dos jugadores, A
y B, juegan un juego en turnos alternos. En cada turno, el jugador elige
una botella y una vasija, llena la botella del todo en una fuente cercana,
y vacia su contenido en la vasija. Empieza jugando A, y gana el jugador
gue consigue en su turno gque todas las vasijas queden llenas.

(i) ¢Cual de los dos jugadores tiene estrategia ganadora, y cual es esa
estrategia?

(i1) Si hubiera 15 vasijas, pero cada una tuviera 16 litros, ¢qué jugador
tendria estrategia ganadora, y cual seria esa estrategia?

Observacion: ¢Hay algun invariante? Es decir, dado lo que haya
jugado uno de los dos contrincantes, ¢puede el otro asegurar siempre
mantener constante alguna caracteristica de la situacion?
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Puntos criticos (1)

(i) St un jugador vierte | litros en una vasija, su contrincante puede
verter siempre 5—I litros en esa misma vasija, luego un jugador puede
elegir jugar de forma que lo que queda sin llenar en una vasija sea
constante moédulo 5 (invariante)

Como la situacion inicial y la final son ambas resto 0 modulo 5 en
cada vasija, el segundo jugador tiene estrategia ganadora, y es la antes
descrita. Con esta estrategia, en 3 turnos por vasija, o0 45 turnos en
total (de cada jugador), el juego terminay el segundo jugador gana

(i1) En este caso, el invariante médulo 5 puede ser usado por el
jugador gue tenga estrategia ganadora (luego veremos que jugador es)
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Puntos criticos (111)

Un jugador puede elegir “encarrilar” una vasija que no esté encarrilada
(hacer que quede por llenar una cantidad que sea multiplo de 5 cuando
antes no era multiplo de 5), o hacer otra jugada

Si un jugador encarrila una vasija, su contrincante puede encarrilar otra,
haciendo que permanezca constante la paridad del numero de vasijas
que no estén encarriladas (invariante)

Si un jugador no encarrila una vasija que no estaba encarrilada, quedaba
mas de 1 litro en esa vasija, luego quedaban 6, 11 0 16, y su contrincante
puede jugar para gue gueden respectivamente 1, 6 u 11

La solucion final tiene 0 vasijas sin encarrilar, luego el primer jugador
gana encarrilando una vasija en su primer turno
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Invariantes geométricos (1)

Sea S un conjunto finito de dos 0 mas puntos del plano. En S no hay tres
puntos colineales. Un remolino es un proceso que empieza con una recta
| que pasa por un anico punto P de S. Se rota | en el sentido de las
agujas del reloj con centro P hasta que la recta encuentre por primera
vez otro punto de S, al cual llamaremos Q. Con Q como nuevo centro se
sigue rotando la recta hasta encontrar otro punto de S, y este proceso
continda indefinidamente.

Demostrar que se puede elegir un punto P de S y una recta | que pasa
por P tales que el remolino que resulta usa cada punto de S como centro
de rotacion un numero infinito de veces.

Observacion: ¢Hay algun invariante? ;Qué permanece constante
cada vez que cambio de centro de rotacion?
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Invariantes geomeétricos (1)

— A
Q + Q  Elnumero de puntos que hay a cada
lado de la recta permanece constante
= D e entre antes y después del cambio de
centro de rotacion (invariante)
- —

Tomada una recta que pasa por un punto P y deja los n—1 restantes a uno
de ambos lados, si a un lado deja m, al otro deja n—1-m. Al rotar con
centro P, varia el numero de puntos a cada lado de uno en uno. Tras rotar
180°, en el lado que antes habia m puntos, ahora hay n—1-m y viceversa.
Luego para cada P hay una posicion de la recta que deja exactamente
[(n—1)/2] puntos a un lado y ninguna otra paralela igual. Elegido este
Invariante, la recta pasa cada vuelta por cada uno de los puntos P.

Nota: Este problema se propuso como problema 2 en la IMO de 2011
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Cuando dos jugadores no quieren lo mismo (1)

Cinco cubos identicos de I litros de capacidad cada uno estan situados
en los vértices de un pentagono regular. Cenicienta y su malvada
madrastra realizan las siguientes jugadas por turnos: al principio de cada
turno, la madrastra coge un litro de agua del rio cercano y lo distribuye
arbitrariamente entre los cinco cubos; luego Cenicienta elige dos cubos
vecinos y los vacia en el rio; después se pasa al siguiente turno y se
repite el proceso. La malvada madrastra quiere que al menos un cubo se
sobre, y Cenicienta quiere que esto no suceda. ¢Para que valores de |
tiene cada una de ellas estrategia ganadora?

Observacion 1: Cenicienta ha de buscar un invariante tras cada turno
Suyo gue mantenga una situacion desde la que la madrastra no gane

Observacion 2: A la madrastra le basta con que dos cubos no
contiguos tengan mas de I-1 litros tras un turno suyo, o que todos los
cubos tengan mas de 1-1,5 litros tras un turno suyo
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Cuando dos jugadores no quieren lo mismo (11)

En una primera fase, la madrastra usa su litro de agua para dejar todos los
cubos al mismo nivel. Cada cubo contendra en todo momento menos de
0,5 litros, luego Cenicienta vaciara menos de 1 litro, y la cantidad total de
agua subira acercandose asintéticamente a 0,5 litros en cada cubo.

Si x, es la cantidad de agua en cada cubo al final del turno n de la madrastra,
n
5Xn+1:3Xn+1’ X:I.:l’ ani_l § ,
5 2 2\5
que la madrastra puede hacer tan cercano a 2 como quiera.
Luego la madrastra gana si 1<2.

Si I>2, Cenicienta puede elegir como invariante el que de los tres cubos
no vacios que queden tras cada turno suyo, el central contenga menos de
1 litro, y los dos laterales contengan entre ambos menos de 1 litro.
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Cuando dos jugadores no quieren lo mismo (l11)

Tras jugar la madrastra, numeramos los cubos:

1y 2: los que Cenicienta habia dejado vacios

4: el central que Cenicienta no habia vaciado

5: de los dos laterales, el que tiene menos tras jugar la madrastra (<1 litro)

*Si el cubo 4 tiene <1 litro y los cubos 3 y 5 suman <1 litro, Cenicienta
vacia los cubos 1y 2

*En cualquier otro caso, Cenicienta vacia los cubos 3 y 4, salvo que...
El cubo 1 siempre tendra <1 litro, luego el tnico caso no cubierto hasta
ahora es que 2 y 5 sumen 1 litro 0 mas. Pero entonces, como 1, 2,3y 5
suman menos de 2 litros, se tiene que 1 y 3 suman menos de 1 litro, y 2
tiene menos de 1 litro, y Cenicienta vacia los cubos 4 y 5

Luego Cenicienta gana si 1>2.

Nota: Este problema estaba en la lista corta de problemas preseleccionados
para la IMO de 2009.
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Fuentes y sumideros

Cuando el problema pueda pasar por diferentes situaciones o estados,
puede ser interesante observar queé transiciones posibles hay entre
unos estados y otros, y mas especificamente de gque estados se puede
salir, pero no se puede llegar a ellos (fuentes) y a qué estados se
puede llegar, pero no se puede ir de ellos a ningun otro (sumideros)

La presencia de sumideros puede ser utilizada para demostrar que un
clerto proceso termina, si se garantiza llegar siempre a uno de ellos

La comparacion entre nimero de fuentes y de sumideros, y formas
de llegar de unos a otros, puede también ser de utilidad

El desafio, una vez mas, es identificar si existen
fuentes y sumideros, y cual es su utilidad (si la tienen)
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Problemas que engafian ¢ Hay realmente eleccion? (I)

Tenemos 2009 cartas, que son doradas por un lado y negras por el otro,
puestas en fila a lo largo de una mesa. Inicialmente, todas las cartas tienen
el lado dorado hacia arriba. Dos jugadores, situados en el mismo lado de
la mesa, juegan alternativamente de la siguiente forma: el jugador que
tiene el turno elige un bloque de 50 cartas consecutivas, tal que la primera
carta (la de mas a la izquierda) de dicho blogue tenga su lado dorado hacia
arriba, y les da la vuelta a las 50. El ganador es el ultimo jugador que
puede realizar una jugada valida.

(a) ¢Concluye necesariamente el juego?

(b) ¢Tiene alguno de los dos jugadores estrategia ganadora?

Observacion 1: ¢Cual es el resultado neto de elegir dos veces el
mismo blogue de 50 cartas consecutivas? iNINGUNO!

Observacion 2: Especialmente para la parte (a), ¢existe algun estado
0 alguna situacion que pueda ser considerado como sumidero?
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Problemas que enganan ¢Hay realmente eleccion? (1)

(a) Una vez elegido por vez primera el bloque formado por las 50
primeras cartas, la primera carta tiene siempre el lado negro hacia
arriba (sumidero en el sentido de que no se puede “volver atras”)

Induccion sobre el nimero de cartas en la mesa: si hay menos de 50,

el juego acaba antes de empezar, y si hay 50, acaba tras el Unico

movimiento valido. Si el juego termina para N 0 menos cartas, y

tenemos N+1 cartas, entonces:

1) El blogue formado por las 50 primeras cartas no se elige nunca,
con lo que la situacion es equivalente a jugar sélo con N cartas,

2) En cuanto el blogue formado por las 50 primeras cartas se elija
una vez, no puede volver a elegirse, y es como jugar con N cartas

L.uego el juego siempre acaba
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Problemas que enganan ¢Hay realmente eleccion? (I11)

(b) Cuando el juego termina, tienen que tener el lado negro hacia
arriba las cartas 1,2,3,...,1960

Para la carta 1, ha sido elegido blogue formado por las 50 primeras
cartas un numero impar de veces, pero los bloques gue empiezan en
las cartas 2,3,4,...,50 han sido elegidos un numero par de veces

Los blogues elegidos un nimero impar de veces son exactamente los
que empiezan por las cartas 1,51,101,...,1951, es decir un nimero par
de ellos. Luego el juego acaba tras un numero par de jugadas

Gana siempre el segundo jugador, jindependientemente de como se
juegue!

Nota: Este problema estaba en la lista corta de problemas preseleccionados
para la IMO de 2009.
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Contando transiciones entre estados (1)

Dos jugadores juegan a un juego con una baraja de N cartas. Para cada dos
cartas, hay una de ellas que gana a la otra. Todas las cartas se reparten al
azar entre ambos jugadores (no necesariamente en mismo numero para
ambos), y cada uno de ellos ordena las que tiene de forma aleatoria en un
mazo, con las cartas boca abajo. En cada turno, cada jugador saca la carta
superior de su mazo y le da la vuelta. El jugador que haya sacado la carta
que gana a la otra recibe las dos cartas, ordena estas dos cartas a su
eleccion, y las coloca las dos Ultimas (mas abajo) en el mazo. El juego
termina cuando un jugador consigue tener todas las cartas. Demuestra
que, independientemente de como se repartan las cartas y como las ordene
cada uno, los dos jugadores pueden ponerse de acuerdo en una estrategia
para conseguir que el juego termine.

Observacion: Si llamamos estado a la disposicion de todas las cartas
en dos mazos, uno para cada jugador, ;desde cuantos estados se llega a
uno dado, y hacia cuantos estados se puede llegar a €l, en un turno?
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Contando transiciones entre estados (I1)

A B Acada estado se puede llegar desde dos A B
(SIEMPRE?
Si porgue n° flechas=2 x n° estados

(salvo que el juego acabe)
\ A B —

De cada estado se llega a otros dos g u

SIEMPRE
salvo ue el juego acabe
V Torneo Triangular 201 d Jueg ) u pna
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Contando transiciones entre estados (l11)

=

— Contradiccion

Elijamos, de todos los accesibles desde el estado inicial, el estado en el
que A dispone de un nimero minimal de cartas, es decir, no hay ningun
otro estado accesible desde el inicial en el que A tenga menos cartas

Existe un estado desde el gue no se puede llegar a otros (final de
partida) accesible desde el estado inicial
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Variaciones monotonas de mayor complejidad (1)

Para cualquier entero n>2 calculamos el entero h(n) a partir de la representacion

decimal de n, de la siguiente manera, y siendo r la cifra de las unidades de n:

(1) Sir=0, la representacion decimal de h(n) es el resultado de eliminar de la
representacion decimal de n el O de las unidades. Ej., si n=149710, entonces
h(n)=14971.

(2) Si1<r<9, dividimos la representacion decimal de n en dos partes, de forma
que sea LR, tal que R tenga longitud maxima de todas las posibles cadenas
tales que r sea su cifra minima, y L sea bien la cadena vacia, bien una
cadena tal que su Gltima cifra sea estrictamente menor que r. La
representacion decimal de h(n) es entonces la representacion decimal de L,
seguida de dos copias de la representacion decimal de R—1. Asi, si
n=14971, R=14971, L es la cadena vacia, y h(n)=1497014970, mientras que
si n=84975, R=975, L=84, y h(n)=84974974.

Demuestra que empezando desde cualquer entero positivo n, la secuencia n,
h(n), h(h(n)),..., acaba necesariamente en 1.
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Variaciones monotonas de mayor complejidad (I1)

Dado un entero positivo n cualquiera, a partir de su expresion decimal
generamos una cadena formada solo por ceros. Tomamos las cadenas
de longitud maxima formadas solo por nueves, y cada tal cadena de
longitud m>1, la cambiamos por 3™ ochos. Cuando ya no quedan
nueves, tomamos cada cadena de longitud maxima formada solo por
ochos, y cada tal cadena de m ochos la cambiamos por 3™ sietes, y asi
sucesivamente, hasta sustituir n por una secuencia de
(iiiMUCHOS!!!) ceros

Se puede demostrar que la longitud de la cadena generada por h(n) es
menor que la longitud de la cadena generada por n

Nota: Este problema estaba en la lista corta de problemas preseleccionados
para la IMO de 2009. De haberse propuesto en la prueba, hubiera sido
probablemente el problema mas dificil de esa IMO
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